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Definition und Motivation

Was ist eine gewdhnliche Differentialgleichung

Eine Differentialgleichung (DE) beschreibt eine Beziehung zwischen
einer gesuchten Funktion y und ihren Ableitungen. Ist dabei y = y(t)
eine Funktion, die nur von einer Variablen - hier ¢ - abhéngt, so
spricht man von einer gewéhnlichen Differentialgleichung (ODE).

warum numerische Loser

Da explizite Lésungen nur in wenigen Ausnahmefallen zur Verflgung
stehen, ist der Einsatz numerischer Methoden bei der Lésung
unvermeidbar.
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Definition

Einen Ausdruck der Form
Ft,y, v,y ...,y™) =0 (ODE)

mit einer Funktion F:R"™2 > M — R heiit gewdhnliche
Differentialgleichung n-ter Ordnung. Eine Funktion y: R C I — R
heif3t Lésung von (ODE) Gber dem Intervall I, wenn y € C™(I) ist und

Ft,y(t),y'(t),y"(t),...,y" () =0  Vtel

gilt. (ODE) besitzt die Ordnung n, weil n die Ordnung der héchsten
auftretenden Ableitung ist. Sie heif3t gewohnlich, weil die gesuchte
Funktion y nur von einer Variablen abhdngt. (ODE) heif3t implizit - im
Gegensatz zu einer expliziten ODE n-ter Ordnung, die nach der
héchsten Ableitung von y aufgeldst ist: ¥ = f(t,y, ¢/, ...,y D).
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zu betrachtende Probleme

Man betrachtet fast ausschliefllich Systeme von expliziten ODEs erster
Ordnung (warum man sich auf solche Probleme beschrénkt, wird
noch erklart):

yll - fl(tayhyQ?' . . 7yn>
y/2 - fQ(t7 Y, Y2, - .. vyn)

s (ODE-S)
y’:’L - fn(taylay27 o 7yn)

mit den unbekannten Funktionen y1, s, ..., y,. Jedes System von n
Funktionen y = 41 (t), ..., yn = yn(t) € C1(I), welches (ODE-S) fur
alle t € I erfullt, heif3t Ldsung von (ODE-S) Gber 1.
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Anfangswertproblem

Fir eine eindeutig bestimmte Lésung reicht ein System von
Differentialgleichungen erster Ordnung nicht aus. Dafir ist eine
weitere Bedingung erforderlich, die sogenannte Anfangsbedingung

zum Zeitpunkt tg.
Allgemein: Das Problem, eine Lésung von (ODE-S) zu finden, welche

die Anfangsbedingung
y1(to) =Yo,1,- -, Un(to) = Yo (AB)

erfillt, hei3t Anfangswertproblem (AWP) fUr das
Differentialgleichungssystem (ODE-S).
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Kurzschreibweise

Y1 J1 Yo,1
Mity:=|:1|,f=1]:]|,y:=1_ "
Yn In Yo,n

Kurzschreibweise:

y = [(ty) (ODE')
y(to) = vo (AB’)
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Reduktion von ODEs

Jede ODE héherer Ordnung l@sst sich sehr einfach auf ein System
von ODEs erster Ordnung reduzieren.

Beispiel

y// — y/ + a:y2

Diese Reduktion bringt keine Verbesserung oder Erleichterung der
Berechnung, aber sorgt fir eine Form, mit welcher alle Léser sehr
leicht arbeiten kénnen.
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das Eulerverfahren
Idee

Man betrachte das AWP

vy =fty),  ylto) =vo

mit einer eindeutigen Lésung Gber dem Intervall 1.

Die Lésung y(t) fUr t € [tg,teng] C I soll durch das Euler-Verfahren
(auch Polygonzug-Verfahren nach Euler (Leonhard Euler,
1707-1783)) approximiert werden. Wie alle numerischen Verfahren
zur Lésung von ODEs basiert das Euler-Verfahren auf der Idee der
Diskretisierung: Statt das AWP Uber t € [to, teng] zu |6sen, gibt man
sich damit zufrieden, Néherungswerte for die Lésung auf einer
diskreten Teilmenge {t,,:n =0,1,..., N} zu bestimmen.
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das Eulerverfahren
Algorithmus

Wahle N € IN, h = (teng — to) /N und definiere
thi=to+nh,n=0,1,..., Nd.h. tg <t1 <...<t,—1 <itn = teond-
Die Zahl h > 0 hei3t Schrittweite (Diese wird nur zur Erklérung
konstant gelassen, da man in der Realitét eine automatische
Schrittweitensteuerung benutzt).

Bezeichnet nun y,, einen Naherungswert fur y(t,),n =0,1,..., N —1,
dann ist
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das Eulerverfahren

Algorithmus

Das Euler-Verfahren

Yo gegeben,
yn+1:::yn'+'hfxtnayn) (n,::O,l,...,fV-— 1)

Martin Reinhardt (TUBAF)

das Eulerverfahren
Beispiel

Abb. 1: Das Polygonzugverfahren fir ¢/ (z) = zy/4 — 1 mity(0) =3 forh =1, 3,
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das Eulerverfahren

als Prototyp weiterer Verfahren

Das Eulerverfahren stellt die schnellste und einfachste Approximation
von ODE-Lésern dar. Es ist nur bei einer sehr kleinen Schrittweite
genau und weicht mit fortschreitendem t; (potenziell) immer weiter
vom wahren Wert ab.

Dennoch stellt es die Grundlegende Idee fir alle seine
Verbesserungen bereit. Diese sind vor allem das Modifizierte
Euler-Verfahren (auch Mittelpunkisregel) und das verbesserte
Euler-Verfahren (auch Trapezregel). Diese zeichnen sich vor allem
durch schnellere Konvergenz aus (in beiden Fallen quadratisch).
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das modifizierte Eulerverfahren
Algorithmus

Das modifizierte Euler-Verfahren

Yo gegeben,
Yn+1:=Yn + Af(tn + 5h, Yn + 5hf(tn,¥)) (R=0,1,...,N —1)

Martin Reinhardt (TUBAF) 15



das verbesserte Eulerverfahren

Algorithmus

Das verbesserte Euler-Verfahren

Yo gegeben,
Yn+1:=Yn + %h Lf(tn, yn) + f(tn + R yn + hf(tn, yn))]
(n=0,1,...,N — 1)
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|dee von besseren Algorithmen

Das Euler-Verfahren sowie auch die modifizierte und verbesserte
Version dessen haben die Eigenschaft, Einschrittverfahren zu sein.
D.h. es ist fUr die Berechnung von g, 1 nur die Kenntnis von y,
erforderlich. AuBBerdem ist es explizit, was bedeutet, dass es nach
yni1 aufgeldst ist.

Nun gibt es die Méglichkeit, ein implizites Verfahren zu suchen,
welches aber den Nachteil hat, dass im allgemeinen ein nichtlineares
Gleichungssystem zu |6sen ist.

Eine andere Méglichkeit ware das Nutzen von Mehrschrittverfahren.
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Lineare Mehrschrittverfahren

FUr ein lineares k-Schritt-Verfahren benétigt man ein sogenanntes
Anlaufstick, da die Anfangsbedingung nur einen Wert liefert. Es sind
jedoch mehr Werte erforderlich (genau gesagt k Werte). Diese
beschafft man sich Ublicherweise mit Hilfe eines Einschrittverfahrens,
bis man genigend Werte hat.
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Lineare Mehrschrittverfahren

Lineares Dreischrittverfahren

Y0, Y1, Y2 sind gegeben.
Yn+3 T iyn—l—Q - %yn—i—l - %yn - %h [19f(tn+27 yn+2) + 5f(tn7 yn)]
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Lineare Mehrschrittverfahren

Lineare k-Schritt-Verfahren haben viele gunstige numerische
Eigenschaften (hohe Konsistenzordnung und Stabilitét) und eine
daraus schlieBende hohe Geschwindigkeit der Konvergenz
(Konvergenzordnung).

bekannte Mehrschrittverfahren

zu den bekannten Mehrschrittverfahren gehéren:
= Simpson-Regel (Thomas Simpson, 1710-1761)

= Adams-Bashforth (John Couch Adams, 1819-1892, Francis
Bashforth, 1819-1912)

= Adams-Moulton-Verfahren (Forest Ray Moulton, 1872-1952)
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