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Dieses Skript enthält nur den “roten Faden”
der Vorlesung. Wesentliche Erklärungen zu den

Begriffsbildungen und einige Beweise werden ausschließlich
in der Vorlesung selbst vermittelt. Daher ist dieses

Skript nur bedingt zum Selbststudium geeignet, sondern
eher als “Erinnerungsstütze” bei der Prüfungsvorbereitung.

Die selbständige Bearbeitung von Übungsaufgaben wird
dringend empfohlen. Ausgewählte Lösungen werden

nach Vorlesungsende ins Netz gestellt.
Weitere Begriffe der Algebra werden unter
www.mathecafe.de/algebra/stichworte.html

erklärt.
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1 Gruppoide, Halbgruppen und Gruppen

Definition 1.1 Unter einem Gruppoid oder Magma G = (X, ·) versteht man eine
nichtleere Menge X mit einer zweistelligen Verknüpfung ·, die je zwei Elementen
x, y ∈ X eindeutig ein Produkt x · y ∈ X zuordnet. Eine Halbgruppe (vgl. Bei-
spiel 1.14) ist dann ein Gruppoid H = (X, ·) mit einer assoziativen Verknüpfung,
d. h. für alle x, y, z ∈ X gilt

x · (y · z) = (x · y) · z.(1)

Die Verknüpfung · und damit das Gruppoid (X, ·) heißt kommutativ, wenn

x · y = y · x.(2)

für alle x, y ∈ X gilt. Ein Element x ∈ X eines Gruppoids (X, ·) heißt idempotent,
wenn

x · x = x(3)

gilt. Man nennt (X, ·) idempotent, wenn jedes x ∈ X diese Eigenschaft hat. Ein
Element e` ∈ X (er ∈ X) eines Gruppoids (X, ·) heißt ein Linkseinselement oder
linksneutral (Rechtseinselement oder rechtsneutral), wenn für alle x ∈ X gilt

e` · x = x (x · er = x).(4)

Ist e ∈ X sowohl Links- als auch Rechtseinselement, so heißt es ein Einselement
von (X, ·). Halbgruppen mit Einselement nennt man auch Monoide. Idempotente
Halbgruppen werden Bänder, kommutative und idempotente Halbgruppen Halb-
verbände genannt. Schließlich nennt man das Gruppoid G = (X, ·) unipotente,
wenn

x · x = y · y(5)

für alle x, y ∈ X erfüllt ist. Für jedes Gruppoid G = (X, ·) heißt |X| die Ordnung
von G.

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite



1 Gruppoide, Halbgruppen und Gruppen 3

Beispiel 1.2 Für eine beliebige Menge M sei P(M) die Potenzmenge von M ,
also die Menge aller Teilmengen A von M . Bezeichnet A ∩ B den mengentheo-
retischen Durchschnitt und A ∪ B die mengentheoretische Vereinigung für alle
A,B ∈ P(M), so ist (P(M),∩) Halbverband mit dem Einselement M und der
leeren Menge ∅ als absorbierendem Element (vgl. Definition 1.7). Entsprechend
ist (P(M),∪) Halbverband mit ∅ als Einselement und M als absorbierendem Ele-
ment. Definiert man die Differenz gemäß A\B = {x ∈M |x ∈ A und x 6∈ B} und
die symmetrische Differenz dann durch A∆B = (A \B)∪ (B \A) jeweils für alle
A,B ∈ P(M), dann ist (P(M), \) ein unipotentes Gruppoid und (P(M),∆) ein
kommutatives Monoid mit dem Einselement ∅. Die Ordnung aller hier genannten
Gruppoide ist |P(M)| = 2|M |.

Beispiel 1.3 Es sei M eine beliebige Menge und BM = P(M ×M) die Menge
aller binären Relationen auf M . Für σ, τ ∈ BM wird das Relationenprodukt σ◦τ ∈
BM definiert durch

(x, z) ∈ σ ◦ τ ⇐⇒ (y, z) ∈ σ und (x, y) ∈ τ für ein y ∈M(6)

für alle x, z ∈ M . Dieses Relationenprodukt ist assoziativ, (BM , ◦) also ei-
ne Halbgruppe, die Halbgruppe der binären Relationen auf M . Die Identität
ιM = {(x, x) | x ∈ M} ist Einselement, die leere Relation ∅ ist absorbieren-
des Element von BM . Beide Relationen sind daher ebenso wie die Allrelation
ωM = M ×M idempotent. Die Ordnung von BM ist 2|M |

2
.

Beispiel 1.4 Für eine beliebige Menge M 6= ∅ sei TM = {f : M → M} die
Menge aller Abbildungen (Transformationen) von M in sich. Bezeichnet man
die Nacheinanderanwendung von Abbildungen mit (f ◦ g)(x) = f(g(x)) für alle
x ∈ M und alle f, g ∈ TM , dann ist (TM , ◦) eine Halbgruppe, die Transformati-
onshalbgruppe von M . Eine Abbildung f ∈ TM ist genau dann idempotent, wenn
f(f(x)) = f(x) für alle x ∈M gilt, und dies ist offensichtlich gleichwertig damit,
daß f(a) = a für alle a ∈ A = f(M) erfüllt ist. Man nennt jede derartige Ab-
bildung eine Projektion von M auf A. Für |A| = 1 erhält man so die konstanten
Abbildungen, für A = M die identische Abbildung ιM auf M . Diese ist ein Eins-
element, (TM , ◦) also ein Monoid. Die Ordnung von TM ist |M ||M |. Für |M | ≥ 2
ist (TM , ◦) nicht kommutativ.

Beispiel 1.5 Für eine beliebige Menge X 6= ∅ sei X+ =
⋃
n∈NX

n. Definiert man
für alle (x1, . . . , xn), (y1, . . . , ym) ∈ X+ eine Multiplikation durch

(x1, . . . , xn) · (y1, . . . , ym) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym),(7)

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite
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dann ist (X+, ·) eine Halbgruppe, die freie Halbgruppe über X. Man schreibt die
Elemente (x1, . . . , xn) ∈ X+ einfach in der Form x1 · · ·xn und die Multiplikation
als Konkatenation x1 · · ·xny1 · · · ym. Speziell für endliches X nennt man X ein
Alphabet, die Elemente x ∈ X Buchstaben und die Elemente x1 · · ·xn ∈ X+

Wörter oder Strings über X. Adjungiert man zu (X+, ·) ein leeres Wort ε als
Einselement, so nennt man X∗ = X+ ∪ {ε} das freie Monoid über X. Unter
einer formalen Sprache L (über dem Alphabet X) versteht man eine beliebige
Teilmenge von X∗. Ein Code (über dem Alphabet X) ist eine endliche Teilmenge
von X+. Ist w = x1 · · ·xn ∈ X∗, so nennt man `(w) = n die Länge von w. Besitzen
alle Worte eines Codes C dieselbe Länge n, so nennt man C einen Blockcode der
Länge n.

Bemerkung 1.6 a) Wie schon bei der Konkatenation geschehen, läßt man das
Verknüpfungssymbol · in einem Gruppoid G = (X, ·) zwischen den Elementen oft
weg, schreibt also xy für x · y.

b) Im folgenden wird bei links-rechts-dualen Begriffsbildungen nur noch der
“linksseitige” Begriff explizit definiert, der dazu gehörende duale “rechtsseitige”
und der entsprechende “zweiseitige” Begriff gilt aber ebenfalls als definiert.

Definition 1.7 Es sei G = (X, ·) ein Gruppoid.

a) Ein Element o` ∈ X heißt linksabsorbierend in G, wenn für alle x ∈ X gilt

o`x = o`.(8)

b) Ein Element a ∈ X heißt linkskürzbar in G, wenn für alle x, y ∈ X gilt

ax = ay =⇒ x = y.(9)

Ist jedes Element aus X linkskürzbar, so heißt G linkskürzbar.

c) Besitzt G ein Einselement e, so heißt ein Element a ∈ X linksinvertierbar in
G, wenn ein a′ ∈ X existiert, so daß gilt

a′a = e.(10)

In diesem Falle nennt man a′ ein Linksinverses von a.

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite
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Beispiel 1.8 a) Auf jeder nichtleeren Menge X wird durch ab = a für alle
a, b ∈ X eine Multiplikation definiert, so daß H = (X, ·) eine idempotente Halb-
gruppe ist. Man nennt H die Linkszerohalbgruppe auf X. Jedes a ∈ X ist links-
absorbierend, jedes b ∈ X ein Rechtseinselement. H ist rechtskürzbar, aber nicht
linkskürzbar.

b) Wählt man 0 ∈ X beliebig und definiert man die Multiplikation durch a ·b = 0
für alle a, b ∈ X, so erhält man eine kommutative und unipotente Halbgruppe,
die Zerohalbgruppe auf X. Offensichtlich ist 0 absorbierend und das einzige idem-
potente Element.

c) Jede freie Halbgruppe ist kürzbar.

d) In dem kommutativen Monoid (P(M),∆) ist wegen A∆A = ∅ für alle A ⊆
M jedes Element sein eigenes Inverses. Aufgrund der folgenden Überlegungen
handelt es sich also um eine abelsche Gruppe.

Folgerung 1.9 a) Ist G ein Gruppoid, so ist ein absorbierendes Element (ein
Einselement) von G eindeutig bestimmt.

b) Ist H = (X, ·) ein Monoid, so besitzt jedes a ∈ X höchstens ein Inverses.
Im Falle seiner Existenz wird es mit a−1 bezeichnet. Es gilt dann (a−1)−1 = a.
Besitzen a und b aus H Inverse a−1 bzw. b−1, so gilt (ab)−1 = b−1a−1.

Beweis: Siehe Aufgabe 1.21. �

Satz 1.10 Für jede Halbgruppe H = (X, ·) sind gleichwertig:

a) Zu a, b ∈ X existieren x, y ∈ X mit ax = b und ya = b.

b) Es gibt ein Linkseinselement e` von H und zu jedem a ∈ X existiert ein a′ ∈ X
mit a′a = e`.

c) Es gibt ein Einselement von H und jedes Element von X ist invertierbar in
H.

Beweis: a) =⇒ b): Seien a, b ∈ X. Dann existiert ein e ∈ X mit ea = a und
ein x ∈ X mit ax = b. Es folgt eb = e(ax) = (ea)x = ax = b, d. h. e ist
Linkseinselement von (X, ·). Dann existiert aber auch ein y ∈ X mit ya = e, d. h.
auch die zweite Bedingung von b) ist erfüllt.

b) =⇒ c): Seien a, a′ ∈ X mit a′a = e`. Dann gibt es auch ein a′′ ∈ X mit
a′′a′ = e`. Es folgt a = e`a = (a′′a′)a = a′′(a′a) = a′′e` und damit aa′ = (a′′e`)a

′ =

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite
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a′′(e`a
′) = a′′a′ = e`. Nun folgt ae` = a(a′a) = (aa′)a = e`a = a. Also ist e` sogar

Einselement und damit a′ Inverses zu a.

c) =⇒ a): Sind a und b aus X gegeben, so existiert das Inverse a−1 und x = a−1b
und y = ba−1 erfüllen ax = b und ya = b. �

Bemerkung 1.11 a) Man nennt eine Halbgruppe (X, ·) linkseinfach (rechtsein-
fach), wenn Xa = {xa | x ∈ X} = X (aX = X) für alle a ∈ X gilt. Also besagt
a) in Satz 1.10 gerade, daß (X, ·) linkseinfach und rechtseinfach ist. Außerdem
zeigt der Beweis, daß die Elemente x, y ∈ X mit ax = b und ya = b durch a und
b eindeutig bestimmt sind. Linkszerohalbgruppen mit |X| > 1 sind linkseinfache
und rechtskürzbare Halbgruppen, die keine Gruppen sind. Es gibt auch linksein-
fache und linkskürzbare unendliche Halbgruppen, die keine Gruppen sind (vgl.
auch Aufgabe 1.27).

b) Das für M 6= ∅ wegen (M \M)\M = ∅ 6= M = M \ (M \M) nicht-assoziative
Gruppoid (P(M), \) erfüllt dann die zu Satz 1.10 b) duale Aussage, denn ∅ ist ein
Rechtseinselement und wegen A\M = ∅ ist auch die zweite geforderte Bedingung
erfüllt. Die Aussage c) ist dagegen nicht erfüllt, da ∅ kein zweiseitiges Einselement
ist. Dies zeigt, daß die Voraussetzung der Assoziativität von H in diesem Satz
wesentlich ist.

Definition 1.12 Erfüllt eine Halbgruppe H die Bedingungen aus Satz 1.10, so
heißt sie eine Gruppe. Kommutative Gruppen nennt man auch abelsche Gruppen
(Niels Henrik Abel, 1802 - 1829).

Beispiel 1.13 Für eine beliebige nichtleere Menge M sei SM = {f : M →M | f
bijektiv } ⊆ TM . Dann ist (SM , ◦) eine Gruppe, die (volle) Permutationsgruppe
auf M . Für M = {1, . . . , n} schreibt man auch Sn und nennt (Sn, ◦) die symme-
trische Gruppe der Ordnung n. Ihre Gruppenordnung ist jedoch |Sn| = n! und
für n ≥ 3 ist (Sn, ◦) nicht abelsch.

Beispiel 1.14 a) Die Menge N0 = {0, 1, . . .} der natürlichen Zahlen bildet mit
der gewöhnlichen Addition eine kommutative und kürzbare Halbgruppe (N0,+),
die keine Gruppe ist. Da hier die negativen Zahlen fehlen, also die “Hälfte“ der
abelschen Gruppe (Z,+) der ganzen Zahlen, lag der Name “Halbgruppe” für diese
Struktur nahe.

Eine exakte Definition der natürlichen Zahlen mit Hilfe der Peano-Axiome und
die Herleitung der oben genannten Eigenschaften erfolgt im ersten Kapitel des
Skriptes zur Zahlentheorie

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite
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www.mathe.tu-freiberg.de/∼hebisch/skripte/zahlenth/zahlenth.pdf

b) Ebenso bilden (N,+), (N0, ·) und (N, ·) Beispiele für kommutative Halbgrup-
pen mit verschiedenen Eigenschaften bezüglich Einselementen und absorbieren-
den Elementen sowie der Kürzbarkeit.

c) Für jede natürliche Zahl n ∈ N bilden die Restklassen der ganzen Zahlen
modulo n eine abelsche Gruppe (Z/(n),+) der Ordnung n, die additive Restklas-
sengruppe modulo n, und eine kommutative Halbgruppe (Z/(n), ·) der Ordnung
n, die multiplikative Restklassenhalbgruppe modulo n. Letztere ist ein Monoid
mit absorbierendem Element. Mit Z/(n)∗ werde die Menge der invertierbaren
Elemente in diesem Monoid bezeichnet (vgl. Beispiel 2.4).

Definition 1.15 Man nennt ein Gruppoid Q = (X, ·) eine Quasigruppe, wenn
die Gleichungen a · x = b und y · a = b für alle a, b ∈ X stets eindeutig bestimm-
te Lösungen x, y ∈ X haben. Eine Linksloop ist eine Quasigruppe mit einem
Linkseinselement, eine Loop also eine Quasigruppe mit einem Einselement.

Folgerung 1.16 Jede Quasigruppe ist kürzbar. Eine Quasigruppe (Loop) ist ge-
nau dann eine Gruppe, wenn sie assoziativ ist.

Beweis: Siehe Aufgabe 1.24. �

Beispiel 1.17 Es sei (Z/(n),+, ·) ein Restklassenring und a, b ∈ Z/(n)∗. Durch
x◦y = ax+by wird dann eine zweistellige Verknüpfung auf Z/(n) definiert, so daß
(Z/(n), ◦) eine Quasigruppe ist. Offensichtlich ist ◦ genau für a = b kommutativ.
Weiterhin ergibt sich genau dann eine Loop (und damit eine abelsche Gruppe),
wenn a = b = 1 gilt. Sind nämlich y und z aus Z/(n) gegeben, so erfüllt das
eindeutig bestimmte Element x = a−1(z − by) die Gleichung x ◦ y = z. Ebenso
läßt sich diese Gleichung bei gegebenem x und z durch y = b−1(z−ax) eindeutig
lösen. Ist nun e ein Einselement in dieser Quasigruppe, so folgt 0 = e ◦ 0 = ae
und damit wegen der Invertierbarkeit von a bereits e = 0. Dann gilt aber 1 =
0 ◦ 1 = a0 + b1 = b sowie 1 = 1 ◦ 0 = a1 + b0 = a. In diesem Fall stimmen daher
die Verknüpfungen ◦ und + überein.

Satz 1.18 Es sei I 6= ∅ eine beliebige Indexmenge und (Xi, ·) für i ∈ I ein
Gruppoid. Auf dem kartesischen Produkt X = Πi∈IXi = {(xi)i∈I | xi ∈ Xi}
werde eine Verknüpfung · durch

(xi) · (yi) = (xiyi)(11)

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite
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für alle (xi), (yi) ∈ X definiert. Dann gelten:

a) (X, ·) ist ein Gruppoid.

b) Genau dann ist e = (ei) ∈ X Linkseinselement von (X, ·), wenn jedes ei
Linkseinselement von (Xi, ·) ist.

c) Genau dann ist a = (ai) ∈ X linksabsorbierend in (X, ·), wenn jedes ai links-
absorbierend in (Xi, ·) ist.

d) Genau dann ist (X, ·) kommutativ (idempotent, linkskürzbar, eine Halbgrup-
pe, eine Gruppe), wenn jedes (Xi, ·) kommutativ (idempotent, linkskürzbar, eine
Halbgruppe, eine Gruppe) ist.

Beweis: a) Offensichtlich wird durch (11) ein Produkt auf X definiert.

b) Ist e = (ei) Linkseinselement, so gilt für alle x = (xi) ∈ X wegen (11) (xi) =
x = ex = (ei)(xi) = (eixi) und damit an jeder Stelle i ∈ I schon eixi = xi.
Existiert umgekehrt für jedes i ∈ I ein Linkseinselement ei in (Xi, ·), so erfüllt
e = (ei) ∈ X ebenfalls die Gleichung x = ex.

c) Der Beweis verläuft analog zu b).

d) Es ist klar, daß Kommutativität, Idempotenz und Assoziativität jeweils genau
dann auf der linken Seite von (11) gelten, wenn sie für jedes i ∈ I auf der rechten
Seite gelten. Ist nun (X, ·) linkskürzbar und sind a = (ai), x = (xi), y = (yi) ∈ X
beliebig mit ax = ay, also (aixi) = (ai)(xi) = (ai)(yi) = (aiyi), so folgt hieraus
(xi) = x = y = (yi), also xi = yi für jedes i ∈ I, d. h. jedes ai ist kürzbar in
(Xi, ·). Kann man umgekehrt jedes ai in jedem Gruppoid (Xi, ·) von links kürzen,
so kann man auch jedes a = (ai) ∈ X von links kürzen.

Wegen b) und dem schon Bewiesenen ist (X, ·) genau dann ein Monoid, wenn
jedes Gruppoid (Xi, ·) ein Monoid ist. Damit besitzt ein a = (ai) genau dann in
(X, ·) ein Inverses a′ = (a′i), d. h. es gilt a′a = e = (ei) = (a′iai) und aa′ = e =
(ei) = (aia

′
i), wenn für jedes i ∈ I das Element ai das Inverse a′i besitzt. Dies

zeigt auch die Behauptung für Gruppen. �

Definition 1.19 Das in Satz 1.18 beschriebene Gruppoid, die Halbgruppe bzw.
Gruppe (X, ·) heißt das direkte Produkt der Gruppoide, Halbgruppen bzw. Grup-
pen (Xi, ·).

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite
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Bemerkung 1.20 Mit Hilfe direkter Produkte kann man aus den oben ange-
gebenen (endlichen) Halbgruppen bzw. Gruppen weitere (endliche) Halbgrup-
pen und Gruppen konstruieren. Beispielsweise erhält man als direkte Produk-
te (L × R, ·) von Linkszerohalbgruppen (L, ·) und Rechtszerohalbgruppen (R, ·)
idempotente Halbgruppen, die rektanguläre Bänder genannt werden. Sie lassen
sich durch die Gleichung x · y · x = x für alle x, y ∈ X charakterisieren.

Als direkte Produkte G×L von Gruppen (G, ·) und Linkszerohalbgruppen (L, ·)
erhält man Halbgruppen, die linkseinfach und rechtskürzbar sind. Derartige Halb-
gruppen werden Linksgruppen genannt.

Aufgabe 1.21 Beweisen Sie Folgerung 1.9.

Aufgabe 1.22 Es sei G = (X, ·) ein beliebiges Gruppoid und e 6∈ X. Definiert
man auf X ′ = X ∪ {e} eine Multiplikation � durch x � y = x · y, für alle
x, y ∈ X und e� x′ = x′� e = x′ für alle x′ ∈ X ′, dann ist (X ′,�) ein Gruppoid
mit dem Einselement e. Im Sinn von Definition 2.1 ist (X, ·) Untergruppoid von
(X ′,�). Genau dann ist (X ′,�) linkskürzbar, idempotent, kommutativ bzw. eine
Halbgruppe, wenn (X, ·) die betreffende Eigenschaft hat. Dagegen ist (X ′,�)
niemals eine Quasigruppe und e immer das einzige invertierbare Element.

Diese Adjunktion eines Einselementes an ein Gruppoid kann man natürlich auch
dann durchführen, wenn das Gruppoid bereits ein Einselement besitzt. Da dann
aber das schon vorhandene Einselement diese Eigenschaft verliert, möchte man
dies vermeiden und definiert wie folgt:

Ist G = (X, ·) ein Gruppoid, dann setzt man G1 = G, wenn G bereits ein Einsele-
ment besitzt, und im anderen Fall G1 = (X ′,�) wie oben konstruiert.

Aufgabe 1.23 Es sei G = (X, ·) ein beliebiges Gruppoid und 0 6∈ X. Definiert
man auf X ′ = X ∪{0} eine Multiplikation � durch x�y = x ·y, für alle x, y ∈ X
und 0� x′ = x′ � 0 = 0 für alle x′ ∈ X ′, dann ist (X ′,�) ein Gruppoid mit dem
absorbierenden Element 0. Im Sinn von Definition 2.1 ist (X, ·) Untergruppoid
von (X ′,�). Genau dann ist (X ′,�) idempotent, kommutativ bzw. eine Halb-
gruppe, wenn (X, ·) die betreffende Eigenschaft hat. Dagegen ist (X ′,�) niemals
linkskürzbar, also insbesondere keine Quasigruppe oder Gruppe.

Diese Adjunktion eines absorbierenden oder Nullelementes an ein Gruppoid kann
man natürlich auch dann durchführen, wenn das Gruppoid bereits ein Nullement
besitzt. Da dann aber das schon vorhandene Nullelement diese Eigenschaft ver-
liert, möchte man dies vermeiden und definiert wie folgt:

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite
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Ist G = (X, ·) ein Gruppoid, dann setzt man G0 = G, wenn G bereits ein Nullele-
ment besitzt, und im anderen Fall G0 = (X ′,�) wie oben konstruiert.

Handelt es sich bei G um eine Gruppe, so nennt man G0 auch eine Nullgruppe.

Aufgabe 1.24 Beweisen Sie Folgerung 1.16.

Aufgabe 1.25 Ein Element e` einer Halbgruppe H = (X, ·) ist genau dann
Linkseinselement von H, wenn es linkskürzbar und idempotent ist. Besitzt ein
linkskürzbares Gruppoid G = (X, ·) ein Rechtseinselement er, so ist dies das
einzige idempotente Element. Insbesondere ist das Einselement eines kürzbaren
Monoids (erst recht: einer Gruppe) das einzige idempotente Element.

Aufgabe 1.26 Die unendliche kürzbare Halbgruppe (N, ·) ist bekanntlich keine
Gruppe. Dagegen ist jede endliche kürzbare Halbgruppe bereits eine Gruppe.

Aufgabe 1.27 Jede endliche linkseinfache und linkskürzbare Halbgruppe ist be-
reits eine Gruppe.

Aufgabe 1.28 Jedes unipotente Monoid ist eine abelsche Gruppe.

Aufgabe 1.29 Sind a und b Elemente einer Gruppe G, so gilt genau dann ab =
ba, wenn für drei direkt aufeinander folgende natürliche Exponenten ki jeweils
gilt akibki = (ab)ki .

Aufgabe 1.30 Es sei G0 die Nullgruppe zu der einelementigen Gruppe G = {e}.
Bilden Sie das direkte Produkt G0 × L mit der zweielementigen Linkszerohalb-
gruppe L.

Aufgabe 1.31 Ein Element a einer Halbgruppe H = (X, ·) heißt regulär, wenn
es ein x ∈ X mit a = axa gibt. Insbesondere ist also jedes idempotente Element
von H regulär. Man nennt H eine reguläre Halbgruppe, wenn jedes ihrer Elemen-
te regulär ist. Jedes Band ist daher regulär. Man zeige, daß die folgenden drei
Bedingungen für jede reguläre Halbgruppe H gleichwertig sind.

a) Es gibt genau ein idempotentes Element in H.

b) H ist kürzbar.

c) H ist eine Gruppe.

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite
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Aufgabe 1.32 In der Transformationshalbgruppe (TM , ◦) sind genau die kon-
stanten Abbildungen linksabsorbierend und genau die injektiven Abbildungen
linkskürzbar.

Aufgabe 1.33 Zeigen Sie, daß jede Transformationshalbgruppe TM regulär ist.
Dagegen sind die freien Halbgruppen nicht regulär.

Aufgabe 1.34 Ein Element a einer HalbgruppeH = (X, ·) heißt coregulär, wenn
es ein x ∈ X mit a = axa = xax gibt. Man nennt H eine coreguläre Halbgrup-
pe, wenn jedes ihrer Elemente coregulär ist. Man zeige, daß a ∈ X genau dann
coregulär ist, wenn a3 = a gilt. Insbesondere ist also jedes idempotente Element
coregulär und jedes coreguläre Element regulär. Weiterhin sind in einer Gruppe
außer dem Einselement e genau die Involutionen, also die Elemente mit a2 = e,
coregulär. Unter den Gruppen sind daher genau die Booleschen Gruppen core-
gulär.

Aufgabe 1.35 Ist a reguläres Element einer Halbgruppe H = (X, ·) und x ∈ X
mit axa = a, dann erfüllt x′ = xax die Gleichungen ax′a = a und x′ax′ = x′.
Man nennt jedes derartige Element x′ ein Inverses von a. Die reguläre Halbgruppe
H = (X, ·) heißt inverse Halbgruppe, wenn jedes Element a ∈ X ein eindeutig
bestimmtes Inverses besitzt. Jede Gruppe ist also eine inverse Halbgruppe und
das Inverse in der Gruppe stimmt mit dem Inversen in der inversen Halbgruppe
überein. Man zeige, daß für jede reguläre Halbgruppe H = (X, ·) gleichwertig
sind:

a) H ist inverse Halbgruppe.

b) Je zwei idempotente Elemente e, f ∈ X sind vertauschbar gemäß ef = fe.

Aufgabe 1.36 Elemente a, b ∈ X einer Halbgruppe H = (X, ·) heißen anti-
invers zueinander, wenn a = bab und b = aba gelten. Zeigen Sie, daß a, b ∈ X
genau dann anti-invers zueinander sind, wenn a2 = b2, ba = a3b, ab = b3a, a5 = a
und b5 = b gelten. Insbesondere ist also jedes coreguläre Element anti-invers
zu sich selbst und jedes Element, zu dem ein Anti-Inverses existiert, ist regulär,
besitzt also ein Inverses. Die Halbgruppe H = (X, ·) heißt anti-invers, wenn jedes
Element a ∈ X ein Anti-Inverses b ∈ X besitzt.

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite
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2 Untergruppen und Normalteiler

Definition 2.1 Es sei G = (X, ·) ein Gruppoid. Ein Untergruppoid U = (U, ·)
von G ist eine nichtleere Teilmenge U von X, so daß durch Einschränkung der
Verknüpfung · von X auf U ein Gruppoid entsteht. Ist dabei U sogar eine Halb-
gruppe bzw. Gruppe, so heißt sie Unterhalbgruppe bzw. Untergruppe von G.

Satz 2.2 Es sei G = (X, ·) ein Gruppoid und ∅ 6= U ⊆ X. Genau dann ist (U, ·)
ein Untergruppoid von H, wenn

U · U = {u · v | u, v ∈ U} ⊆ U(12)

gilt. Mit G ist dann auch (U, ·) idempotent, kommutativ oder assoziativ. Ist G eine
Gruppe, so ist (U, ·) genau dann eine Untergruppe von G, wenn neben (12) noch

U−1 = {u−1 | u ∈ U} ⊆ U(13)

erfüllt ist. Jede Untergruppe einer Gruppe G besitzt dasselbe Einselement wie G.

Beweis: Offensichtlich bedeutet (12) gerade, daß u · v ∈ U für alle u, v ∈ U gilt,
daß also die Einschränkung der Multiplikation von X auf U selbst schon eine
Multiplikation auf U ist. Gilt die Idempotenz, Kommutativität oder Assoziati-
vität für beliebige Elemente aus X, so gilt sie erst recht für beliebige Elemente
aus U . Jedoch kann natürlich U eine dieser Eigenschaften haben, ohne daß dies
auf (X, ·) zutrifft.

Sei nun (X, ·) eine Gruppe. Gilt neben (12) noch (13), dann folgt für jedes u ∈
U 6= ∅ auch u−1 ∈ U und daher mit (12) schon e = u·u−1 ∈ U für das Einselement
aus (X, ·). Dieses ist dann wegen u = e · u für alle u ∈ U ⊆ X auch Einselement
von (U, ·). Weiterhin zeigen die Gleichungen u · u−1 = e = u−1 · u in (X, ·),
daß u−1 ∈ U bereits Inverses von u in (U, ·) ist. Also ist (U, ·) eine Gruppe. Ist
umgekehrt (U, ·) eine Gruppe, also speziell eine Halbgruppe, so muß bereits (12)
gelten. Außerdem ist das Einselement e von (U, ·) idempotent auch in der Gruppe
(X, ·) und stimmt wegen Aufgabe 1.25 mit dem Einselement von (X, ·) überein.
Dann stimmen aber auch für jedes u ∈ U ⊆ X die Inversen in (U, ·) bzw. in (X, ·)
überein, da beide in (X, ·) liegen und dort das Inverse u−1 nach Folgerung 1.9
eindeutig bestimmt ist. Also gilt auch (13). �

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite
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Bemerkung 2.3 In dem Monoid (N0, ·) mit dem Einselement 1 ist (N, ·) Unter-
monoid mit demselben Einselement, während ({0}, ·) (einelementige) Untergrup-
pe mit dem Einselement 0 6= 1 ist. Untermonoide von Monoiden müssen also im
Unterschied zu Untergruppen von Gruppen nicht dasselbe Einselement besitzen.
Andere Beispiele für diese Situation ergeben sich aus Aufgabe 1.22.

Beispiel 2.4 a) Für jedes Gruppoid G = (X, ·) ist U = X ein Untergruppoid
von G. Besitzt G ein Einselement e, dann ist E = {e} eine Untergruppe von G.

b) Für jede Halbgruppe H = (X, ·) ist das Zentrum Z(H) = {x ∈ X | xy =
yx für alle y ∈ X} vonH leer oder eine Unterhalbgruppe vonH. Das Einselement
e eines Monoids ist natürlich stets im Zentrum enthalten, und für jede Gruppe
H ist Z(H) eine Untergruppe von H.

c) Es sei H = (X, ·) ein Monoid. Dann ist U = {x ∈ X | x ist invertierbar in H}
eine Untergruppe von H, die Gruppe der Einheiten von H. So ist etwa die sym-
metrische Gruppe SM die Gruppe der Einheiten der Transformationshalbgruppe
TM . Die Gruppe der Einheiten in der Restklassenhalbgruppe (Z/(n), ·) der gan-
zen Zahlen Z modulo n ∈ N wird prime Restklassengruppe modulo n genannt
und mit Z/(n)∗ oder auch G(n) bezeichnet. Es ist nämlich die Restklasse [m] in
(Z/(n), ·) genau dann invertierbar, wenn ggT (n,m) = 1 gilt, wenn also n und m
relativ prim zueinander sind. Durch ϕ(n) = |Z/(n)∗| wird die zahlentheoretisch
sehr wichtige Eulersche ϕ-Funktion ϕ : N → N definiert (Leonhard Euler, 1707 -
1783).

Eigenschaften der ϕ-Funktion werden im 2. Kapitel des Skriptes zur Zahlentheorie
hergeleitet:

www.mathe.tu-freiberg.de/∼hebisch/skripte/zahlenth/zahlenth.pdf

d) Jede Untergruppe einer symmetrischen Gruppe Sn heißt eine Permutations-
gruppe. Speziell bildet jeweils An = {π ∈ Sn | sgn π = +1} eine derartige
Permutationsgruppe, die alternierende Gruppe der Ordnung n. Für n ≥ 2 gilt
|An| = n!

2
.

e) In der Halbgruppe (BM , ◦) der binären Relationen bildet die Menge PM = {% ∈
BM | (x, y), (x, z) ∈ % =⇒ y = z für alle x, y, z ∈ X} aller partiellen Abbildungen
eine Unterhalbgruppe, die für M 6= ∅ ihrerseits die Transformationshalbgruppe
TM als Unterhalbgruppe enthält.

f) In S4 bildet V4 = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} eine Untergruppe, die
Kleinsche Vierergruppe (Felix Klein, 1849 - 1925).

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite
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Satz 2.5 Es sei (Ui, ·)i∈I eine Familie von Untergruppoiden eines Gruppoids G =
(X, ·). Dann ist D = ∩i∈IUi entweder leer oder ein Untergruppoid von G. Der
Durchschnitt von Untergruppen einer Gruppe G ist stets eine Untergruppe von G.

Beweis: Ein Beispiel für D = ∅ sogar im Fall von Monoiden findet man in
Bemerkeung 2.3. Hat man dagegen a, b ∈ D, so gilt a, b ∈ Ui für jedes i ∈ I, also
wegen (12) auch a · b ∈ Ui für jedes i ∈ I. Dies zeigt a · b ∈ D, woraus mit (12)
die Behauptung folgt.

Für Untergruppen einer Gruppe ist jedenfalls der Durchschnitt nicht leer, da das
Einselement der Gruppe in allen Untergruppen liegt. Also ist der Durchschnitt
(D, ·) in diesem Fall ein Untermonoid von (X, ·) mit demselben Einselement. Zu
u ∈ D, also u ∈ Ui für alle i ∈ I, liegt dann aber das Inverse aus (X, ·) in jeder
Untergruppe Ui und damit in D. Also ist auch (13) erfüllt und damit (D, ·) eine
Untergruppe. �

Definition 2.6 Es sei H = (X, ·) eine Halbgruppe und ∅ 6= A ⊆ X. Dann
heißt 〈A〉 =

⋂{U ⊆ X | U ist Unterhalbgruppe von H mit A ⊆ U} die von A
erzeugte Unterhalbgruppe von H und A ein Erzeugendensystem von 〈A〉. Speziell
für A = {a} schreibt man kurz 〈a〉 anstelle von 〈{a}〉. Man nennt eine Halbgruppe
H = (X, ·) zyklisch oder monogen, wenn es ein a ∈ X mit X = 〈a〉 gibt.

Bei Gruppen G = (X, ·) versteht man unter 〈A〉 dagegen den Durchschnitt aller
Untergruppen von G, die A enthalten. Da dieser Durchschnitt selbst wieder eine
Untergruppe ist, nennt man 〈A〉 dann die von A erzeugte Untergruppe von G.
Auch hier nennt man die Gruppe G zyklisch, wenn sie von einem Element erzeugt
wird.

Beispiel 2.7 Die primen Restklassengruppen G(2), G(4) und G(pk) für jede un-
gerade Primzahl p und jedes k ∈ N sind zyklisch. Dagegen ist G(2k) für k ≥ 3
nicht zyklisch, sondern wird von {[−1], [5]} erzeugt.

Satz 2.8 Es sei U = (U, ·) Untergruppe einer Gruppe G = (X, ·). Definiert man
für alle x, y ∈ X

x ∼r y ⇐⇒ xy−1 ∈ U und x ∼` y ⇐⇒ x−1y ∈ U,(14)

dann sind ∼r und ∼` Äquivalenzrelationen auf X, die für alle x, y ∈ X

x ∼r y ⇐⇒ x−1 ∼` y−1(15)

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite
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erfüllen. Die zugehörigen Äquivalenzklassen sind für alle x ∈ X

[x]∼r = Ux = {ux | u ∈ U} und [x]∼`
= xU = {xu | u ∈ U}.(16)

Für jedes x ∈ X wird durch tx(u) = ux eine Bijektion tx : U → Ux definiert.
Also gilt |U | = |Ux| und ebenso |U | = |xU |. Bezeichnet X/∼r = {Ux | x ∈ X}
bzw. X/∼` = {xU | x ∈ X} die Menge der jeweiligen Äquivalenzklassen, dann
wird durch ϕ(Ux) = x−1U ∈ X/∼` für alle Ux ∈ X/∼r eine Bijektion ϕ : X/∼r
→ X/∼` definiert. Also gilt |X/∼r | = |X/∼` |.

Beweis: Zeige mit Hilfe von Satz 2.2, daß ∼r eine Äquivalenzrelation ist. Dann
folgt dual dasselbe für ∼`. Wegen xx−1 = e ∈ U ist ∼r reflexiv. Mit xy−1 ∈ U
liegt wegen (13) aber auch yx−1 = (xy−1)−1 in U , also ist ∼r symmetrisch. Aus
xy−1 ∈ U und yz−1 ∈ U folgt wegen (12) auch xy−1yz−1 = xz−1 ∈ U und damit
die Transitivität von ∼r.

Weiterhin gilt x−1 ∼` y−1 ⇐⇒ (x−1)−1y−1 = xy−1 ∈ U ⇐⇒ x ∼r y. Damit ist
auch (15) gezeigt.

Es ist y ∼r x gleichwertig zu yx−1 = u für ein u ∈ U , also zu y = ux ∈ Ux. Dies
zeigt die richtige Beschreibung der Äquivalenzklassen von ∼r und die Behauptung
für ∼` folgt dual.

Die Injektivität der Rechtstranslationen tx folgt aus der Rechtskürzbarkeit von x
in der Gruppe (X, ·), die Surjektivität ist klar.

Da ϕ ebenfalls surjektiv ist, denn offensichtlich wird die Nebenklasse Ux−1 auf
eine gegebene Nebenklasse xU abgebildet, bleibt die Injektivität zu zeigen. Aus
ϕ(Ux) = ϕ(Uy) folgt aber x−1U = y−1U , also x−1 ∼` y−1. Dies führt wegen (15)
aber zu x ∼r y und damit zu Ux = Uy. �

Definition 2.9 Die Äquivalenzklassen [x]∼r bzw. [x]∼`
in Satz 2.8 heißen Rechts-

bzw. Linksnebenklassen von U in G. Die Anzahl |X/∼r | = |X/∼` | heißt Index
von U in G, in Zeichen: |G : U|.

Folgerung 2.10 (Satz von Lagrange, Joseph Louis Lagrange 1736 - 1813)
Für jede Untergruppe U einer Gruppe G gilt

|G| = |G : U| · |U|.(17)

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite



2 Untergruppen und Normalteiler 16

Beweis: Sei zunächst |G| =∞. Ist dann auch U eine unendliche Untergruppe von
G, so steht auch auf der rechten Seite∞. Ist dagegen U eine endliche Untergruppe,
so muß es unendlich viele Nebenklassen geben, da alle gleich mächtig zu U sind
und damit die Vereinigung endlich vieler endlicher Klassen nicht die unendliche
Trägermenge von G ergeben könnte. Also sind wiederum beide Seiten von (17)
gleich.

Sei nun |G| endlich. Dann kann man die Elemente von X abzählen, indem man
die disjunkten |G : U| Nebenklassen abzählt, die aber alle |U| Elemente enthalten.
Hieraus folgt sofort (17). �

Bemerkung 2.11 Die alternierende Gruppe A4 besitzt keine Untergruppe der
Ordnung 6. Sie zeigt also, daß sich die Aussage des Satzes von Lagrange in diesem
Sinn nicht umkehren läßt (vgl. aber Satz 2.32).

Definition 2.12 Es sei G = (X, ·) ein Gruppoid. Eine Äquivalenzrelation ∼ auf
X heißt Kongruenzrelation auf G, wenn für alle x, y, z ∈ X gilt

x ∼ y =⇒ xz ∼ yz und zx ∼ zy.(18)

Satz 2.13 Für jede Untergruppe (U, ·) einer Gruppe G = (X, ·) sind äquivalent:

a) ∼r ist Kongruenzrelation auf G.

b) ∼` ist Kongruenzrelation auf G.

c) ∼r und ∼` stimmen überein.

d) Für alle x ∈ X gilt

Ux = xU.(19)

In diesem Fall schreibt man X/U für X/∼r = X/∼`. Auf X/U wird dann durch
repräsentantenweises Rechnen gemäß

Ux · Uy = U(xy) für alle Ux, Uy ∈ X/U(20)

eine Multiplikation definiert und (X/U, ·) ist eine Gruppe.

Beweis: Erfolgt in der Vorlesung! �
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Definition 2.14 Eine Untergruppe U = (U, ·) einer Gruppe G = (X, ·), die (19)
für alle x ∈ X erfüllt, nennt man einen Normalteiler von G und G/U = (X/U, ·)
heißt dann die Faktorgruppe von G nach U .

Bemerkung 2.15 a) In jeder abelschen Gruppe ist natürlich jede Untergrup-
pe ein Normalteiler. Man nennt eine nichtkommutative Gruppe, in der ebenfalls
jede Untergruppe ein Normalteiler ist, eine Hamiltonsche Gruppe (William Ro-
wan Hamilton, 1805 - 1865). Die kleinste Hamiltonsche Gruppe ist die Quater-
nionengruppe, die aus den acht Quaternionen ±1,±i,±j und ±k besteht (vgl.
Aufgabe 2.47).

b) In der abelschen Gruppe (Z,+) gibt es genau die Untergruppen (nZ,+) für n ∈
N0. Hierdurch erhält man die Restklassengruppen (Z/(n),+) als Faktorgruppen.

Definition 2.16 Eine Gruppe G mit dem Einselement e heißt einfach, wenn sie
nur die trivialen Normalteiler G und E = {e} besitzt.

Beispiel 2.17 a) Jede Gruppe von Primzahlordnung ist einfach und zyklisch,
also abelsch.

b) Die alternierenden Gruppen An für n ≥ 5 sind einfach.

Bemerkung 2.18 Würde man die Einfachheit einer Gruppe G dadurch definie-
ren, daß G nur die Untergruppen G und E haben darf, so wären nur die zyklischen
Gruppen von Primzahlordnung einfach. Diese sind aber “zu einfach”. Mit der obi-
gen Definition bleiben dagegen viele interessante einfachen Gruppen übrig.

Lemma 2.19 Ist U Untergruppe einer Gruppe G mit |G : U| = 2, dann ist U
Normalteiler von G.

Beweis: Wegen |G : U| = 2 gibt es also genau zwei Links- und zwei Rechtsneben-
klassen von U . Da U immer sowohl Links- als auch Rechtsnebenklasse ist, muß
die zweite Nebenklasse dann in beiden Fällen X \ U sein. Also stimmen Links-
und Rechtsnebenklassen überein und damit ist U Normalteiler. �

Beispiel 2.20 Die alternierende Gruppe An ist Normalteiler der symmetrischen
Gruppe Sn.

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite
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Definition 2.21 a) Zwei Elemente x, y einer Gruppe G = (G, ·) heißen konjugiert
zueinander, wenn ein Element g ∈ G mit y = gxg−1 existiert. Die Menge xG =
{xg = gxg−1 | g ∈ G} heißt die Konjugiertenklasse von x in G und die Elemente
xg die Konjugierten von x. Ist |xG| endlich, so heißt diese Anzahl die Klassenlänge
von x.

b) Ist G = (G, ·) eine Gruppe und x ∈ G, so nennt man

ZG(x) = {g ∈ G | xg = x}(21)

den Zentralisator von x in G (vgl. Aufgabe 2.48).

c) Ist U = (U, ·) Untergruppe einer Gruppe G = (G, ·) , so heißt

U g = gUg−1 = {gug−1 | u ∈ U}(22)

für jedes g ∈ G eine zu U konjugierte Untergruppe in G. Weiterhin heißt

NG(U) = {g ∈ G | U g = U}(23)

der Normalisator von U in G (vgl. Aufgabe 2.50).

Im folgenden bezeichne P die Menge der Primzahlen.

Definition 2.22 Es sei p ∈ P. Eine endliche Gruppe G = (G, ·) heißt eine p-
Gruppe, wenn |G| = pn für ein n ∈ N0 gilt.

Satz 2.23 Für eine p-Gruppe G 6= {e} gilt Z(G) 6= {e}.

Beweis: Betrachte die Relation x ∼ y ⇐⇒ y = gxg−1 für ein g ∈ G. Nach
Aufgabe 2.39 ist dies eine Äquivalenzrelation und für die zugehörigen Klassen
gilt nach Aufgabe 2.48 |xG| = 1 ⇐⇒ x ∈ Z(G) ⇐⇒ ZG(x) = G. Für jedes
x ∈ G \ Z(G) ist also ZG(x) 6= G und daher |xG| = |G : ZG(x)| > 1. Nach dem
Satz von Lagrange gilt aber

pn = |G| = |G : ZG(x)| · |ZG(x)|.

Vorherige Seite Nächste Seite Zurück Erste Seite Letzte Seite
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Da der rechte Faktor nicht gleich pn sein kann, wird der linke Faktor von p geteilt
und daher auch |xG| für jedes derartige x. Mit Hilfe der Klasseneinteilung nach
dieser Äquivalenzrelation kann man die Elemente von G abzählen gemäß

|G| = |Z(G)|+
r∑
i=1

|xGi |,

wobei die xi die r verschiedenen Klassen von ∼ repräsentieren, die mehr als ein
Element enthalten. Im Fall r = 0 gilt Z(G) = G 6= {e} und damit offensichtlich
die Behauptung. Sonst wird jeder Summand in der Summe

∑r
i=1 |xGi | von p geteilt

und damit auch |Z(G)| als Differenz von |G| = pn und dieser Summe. Dann kann
aber nicht |Z(G)| = 1 sein. �

Folgerung 2.24 a) Ist für die Gruppe G und das Zentrum Z(G) die Faktorgruppe
G/Z(G) zyklisch, so ist G abelsch.

b) Ist G Gruppe der Ordnung p2 für ein p ∈ P, so ist G abelsch.

Beweis: a) Die zyklische Gruppe G/Z(G) werde von der Restklasse [x] erzeugt.
Sind also a, b ∈ G beliebig, so existieren zu den Restklassen [a], [b] Exponenten
k, ` ∈ Z mit [a] = [x]k = [xk] und [b] = [x]` = [x`]. Dann gilt aber a = xkz1 und
b = x`z2 mit zi ∈ Z(G). Es folgt ab = xkz1x

`z2 = xk+`z1z2 = x`+kz2z1 = ba, da
z1 und z2 mit allen Elementen vertauschbar sind. (Dies ist auch für Z(G) = {e}
richtig!)

b) Es ist Z(G) 6= {e} nach Satz 2.23. Also gilt nach dem Satz von Lagrange
entweder |Z(G)| = p oder |Z(G)| = p2. Im ersten Fall hätte man |G/Z(G)| = p,
d. h. G/Z(G) wäre eine Gruppe von Primzahlordnung und damit zyklisch. Nach
a) wäre dann aber G abelsch und somit hätte Z(G) = G die Ordnung p2, was nicht
sein kann. Also gilt in jedem Fall |Z(G)| = p2 und damit natürlich Z(G) = G,
d. h. G ist abelsch. �

Bemerkung 2.25 Es gilt über b) hinaus: Jede Gruppe der Ordnung p2 ist ent-
weder zyklisch oder wird von zwei Elementen der Ordnung p erzeugt.

Satz 2.26 Ist G = (G, ·) eine p-Gruppe mit |G| = pn, so gibt es eine Kette

G = H0 ⊇ H1 ⊇ . . . ⊇ Hn = E

von Normalteilern Hi von G mit |Hi−1 : Hi| = p für i = 1, . . . , n.

Beweis: Erfolgt in der Vorlesung! �
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Definition 2.27 a) Es sei G = (G, ·) eine Gruppe und g ∈ G. Falls ein n ∈ N
mit gn = e existiert, so nennt man

ord(g) = min{n ∈ N | gn = e}(24)

die Ordnung von g in G, andernfalls schreibt man ord(g) =∞ (vgl. Aufgabe 2.51).
Ein Element der Ordnung 2 nennt man Involution.

b) Ist P ⊆ P, so heißt g ∈ G ein P -Element, wenn alle Primteiler von ord(g) <∞
in P liegen. Im Falle P = {p} spricht man von einem p-Element.

Lemma 2.28 Es sei g Element einer Gruppe G = (G, ·) mit ord(g) = n < ∞.
Dann gelten:

a) Aus gk = e für ein k ∈ Z folgt n | k.

b) Hat G = (G, ·) endliche Ordnung, so gilt n | |G|. Hieraus folgt g|G| = e.

Beweis: a) Es ist also n = min{m ∈ N | gm = e}. Für gk = e betrachte die
Division mit Rest k = qn + r mit 0 ≤ r < n. Dann gilt e = gk = gqngr =
(gn)qgr = eqgr = gr. Wegen der Minimalität von n zeigt dies r = 0, also n | k.

b) Nach Aufgabe 2.51 gilt n = ord(g) = |〈g〉| und nach dem Satz von Lagrange
teilt die Ordnung dieser (zyklischen) Untergruppe die Gruppenordnung |G|. Also
gilt |G| = n · d mit einem d ∈ N. Hieraus folgt g|G| = gn·d = ed = e. �

Folgerung 2.29 (Satz von Euler) Ist n ∈ N und a ∈ Z zu n teilerfremd, so gilt

aϕ(n) ≡ 1 mod n.(25)

Beweis: Für zu n teilerfremdes a liegt die Restklasse [a] modulo n in der primen
Restklassengruppe G(n) und für diese gilt ϕ(n) = |G(n)|. Nach dem vorherigen
Satz folgt [a]|G(n)| = [a]ϕ(n) = [1] in dieser Gruppe, also (25). �

Folgerung 2.30 (Kleiner Fermatscher Satz, Pierre de Fermat, 1601 - 1655) Ist
p eine Primzahl und a ∈ Z zu p teilerfremd, so gilt

ap−1 ≡ 1 mod p.(26)
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Beweis: Dies folgt wegen ϕ(p) = p − 1 für Primzahlen p unmittelbar aus dem
Satz von Euler. �

Bemerkung 2.31 Man kann den kleinen Fermatschen Satz zu einem Primzahl-
test benutzen: Ist n ∈ N beliebig und gilt an 6≡ 1 mod n für eine zu n teilerfremde
Zahl a ∈ Z, so kann n keine Primzahl sein. Allerdings gibt es zusammengesetzte
Zahlen n, die an ≡ 1 mod n für alle zu n teilerfremden Zahlen a ∈ Z erfüllen.
Diese Zahlen werden Pseudo-Primzahlen oder Carmichael-Zahlen genannt.

Satz 2.32 Es sei G = 〈g〉 eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

a) Alle Untergruppen von G sind zyklisch. Genauer: Für jeden Teiler d von n
existiert genau eine Untergruppe von G der Ordnung d. Diese wird von g

n
d erzeugt.

b) Für jedes k ∈ Z wird G genau dann von gk erzeugt, wenn ggT (n, k) = 1 gilt.

c) Es gilt ord(gk) =
n

ggT (n, k)
für alle k ∈ Z.

Beweis: Erfolgt in der Vorlesung! �

Aufgabe 2.33 Seien U = (U, ·) und V = (V, ·) Untergruppen einer Gruppe
G = (X, ·).

a) Genau dann ist UV ebenfalls eine Untergruppe von G, wenn UV = V U gilt.

b) Sind U und V jeweils echte Untergruppen von G = (X, ·), so gilt U ∪ V 6= X.

Aufgabe 2.34 a) Für jedes Element a ∈ X einer Halbgruppe (X, ·) gilt 〈a〉 =
{an | n ∈ N} und dies ist offensichtlich eine kommutative Unterhalbgruppe von
(X, ·). Genau dann gilt |〈a〉| =∞, wenn alle diese Potenzen paarweise verschieden
voneinander sind. Im anderen Fall gibt es eindeutig bestimmte Zahlen v ∈ N0 und
n ∈ N, so daß die Potenzen a1, a2, . . . , an paarweise voneinander verschieden sind
und an+1 = av+1 gilt. Hierbei bildet U = {av+1, . . . , an} eine Untergruppe von 〈a〉
und somit von (X, ·). Eine Halbgruppe enthält also genau dann kein idempotentes
Element, wenn 〈a〉 für jedes a ∈ X unendlich ist. Dies ist beispielsweise für die
Halbgruppe (N,+) und für jede freie Halbgruppe der Fall.

b) Ist 〈a〉 kürzbare Halbgruppe, was insbesondere für jede Gruppe (X, ·) der Fall
ist, so gilt im Fall |〈a〉| <∞ offensichtlich v = 0. Für jede Gruppe (X, ·) und jedes
a ∈ X ist weiterhin 〈a〉 = {an | n ∈ Z} die von a erzeugte Untergruppe. Sind nicht
alle diese Potenzen voneinander verschieden, so gilt daher 〈a〉 = {a, a2, . . . , an =
e} mit dem n ∈ N aus a).
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Aufgabe 2.35 Ist TM Transformationshalbgruppe einer endlichen MengeM und
SM die darin enthaltene symmetrische Gruppe, dann ist TM \SM die Menge aller
singulären (d. h. nicht bijektiven) Transformationen für |M | > 1 eine Unterhalb-
gruppe von TM von der Ordnung nn − n! für n = |M |.

Aufgabe 2.36 Die Halbgruppe PM aller partiellen Abbildungen ist für jede
Menge M regulär.

Aufgabe 2.37 Prüfen Sie, ob die Halbgruppe (B{1,2}, ◦) regulär ist oder nicht.

Aufgabe 2.38 Für jede nichtleere Menge M ist

T finM = {f ∈ TM | f(m) 6= m für nur endlich viele m ∈M}

eine Unterhalbgruppe von TM . Daher ist SfinM = T finM ∩SM eine Untergruppe von
SM .

Aufgabe 2.39 Zeigen Sie, daß durch x ∼ y ⇐⇒ y = gxg−1 für ein g ∈ G auf
jeder Gruppe G = (G, ·) eine Äquivalenzrelation ∼ definiert wird. Die Klassen
dieser Äquivalenzrelation sind genau die Konjugiertenklassen.

Aufgabe 2.40 Es sei H = (X, ·) eine Halbgruppe und L ⊆ X. Dann wird durch

u ∼L v ⇐⇒ (xuy ∈ L⇐⇒ xvy ∈ L für alle x, y ∈ X)(27)

eine Kongruenzrelation ∼L von (X, ·) definiert. Ist (X, ·, e) sogar ein Monoid,
dann ist L Vereinigung von Kongruenzklassen von ∼L. Speziell für formale Spra-
chen L ⊆ X∗ über einem Alphabet X nennt man ∼L die syntaktische Kongruenz
von L und das Restklassenmonoid (X/ ∼L) das syntaktische Monoid von L. Ei-
ne formale Sprache heißt regulär oder erkennbar, wenn ihr syntaktisches Monoid
endlich ist.

Aufgabe 2.41 Eine Untergruppe U einer Gruppe G = (G, ·) ist genau dann
Normalteiler von G, wenn U g = {ug | u ∈ U} = U für alle g ∈ G gilt, wenn also
NG(U) = G gilt.

Aufgabe 2.42 Eine Untergruppe U einer Gruppe G ist genau dann Normalteiler,
wenn sie Vereinigung von Klassen konjugierter Elemente ist.
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Aufgabe 2.43 Sind U und V Normalteiler einer Gruppe G, so auch UV .

Aufgabe 2.44 Es sei U eine Untergruppe und N ein Normalteiler einer Gruppe
G. Dann gelten:

1) U ∩N ist Normalteiler von U .

2) UN ist Untergruppe von G.

3) Falls N ⊆ U gilt, ist N Normalteiler von U . Insbesondere ist also N Normal-
teiler von UN .

Aufgabe 2.45 Sei A nichtleere Teilmenge einer Gruppe G = (X, ·). Gilt xA =
Ax für alle x ∈ X, so ist 〈A〉 Normalteiler von G.

Aufgabe 2.46 Bestimmen Sie sämtliche Untergruppen der (kleinsten) nicht-
kommutativen Gruppe (S3, ◦) und prüfen Sie, welche davon Normalteiler sind.
Geben Sie für die anderen Untergruppen jeweils den Normalisator an.

Aufgabe 2.47 Zeigen Sie, daß die Quaternionengruppe eine Hamiltongruppe
ist.

Aufgabe 2.48 In jeder Gruppe G = (G, ·) gilt Z(G) =
⋂
x∈G ZG(x) für das

Zentrum und ZG(x) ist Untergruppe von G für jedes x ∈ G. Weiterhin gilt
ZG(x) = G⇐⇒ x ∈ Z(G)⇐⇒ |xG| = 1 für alle x ∈ G.

Aufgabe 2.49 Für jede Permutation π ∈ Sn und jeden Zyklus (a1 . . . ak) ∈ Sn
gilt π ◦ (a1 . . . ak) ◦ π−1 = (π(a1) . . . π(ak)). Folgern Sie hieraus, daß Z(Sn) für
n ≥ 3 nur aus der identischen Abbildung besteht.

Aufgabe 2.50 Für jede Untergruppe (U, ·) und jedes Element g einer Gruppe G
ist U g = gUg−1 Untergruppe von G. Weiterhin ist der Normalisator NG(U) eine
Untergruppe von G und U ist Normalteiler von NG(U).

Aufgabe 2.51 Für jedes Element g einer Gruppe G gilt ord(g) = |〈g〉|.

Aufgabe 2.52 Es seien Ui ⊆ X Untergruppen einer Gruppe G = (X, ·) mit
di = |Ui| für i = 1, 2. Sind dann d1 und d2 teilerfremd, so gilt U1 ∩ U2 = {e}.
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Aufgabe 2.53 Gilt ord(g) = 2 für alle Elemente g 6= e einer Gruppe G, so ist G
abelsch. Derartige Gruppen werden auch Boolesche Gruppen genannt.

Aufgabe 2.54 In jeder abelschen Gruppe G = (X, ·) bildet U = {x ∈ X |
ord(x) <∞} eine Untergruppe.

Aufgabe 2.55 Es sei G = (X, ·) eine endliche abelsche Gruppe und k =
kgV {ord(a) | a ∈ X}. Dann existiert ein a ∈ X mit ord(a) = k. Zeigen Sie,
daß die nicht kommutative Gruppe A4 diese Eigenschaft nicht besitzt (vgl. Be-
merkung 2.11).
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3 Homomorphismen und Isomorphismen

Definition 3.1 Es seien G = (X, ·) und G ′ = (X ′,�) Gruppoide. Dann heißt
eine Abbildung ϕ : X → X ′ ein Homomorphismus von (X, ·) in (X ′,�), wenn
für alle x, y ∈ X gilt

ϕ(x · y) = ϕ(x)� ϕ(y).(28)

Man schreibt dafür auch kurz ϕ : (X, ·) → (X ′,�). Ein surjektiver, injektiver
bzw. bijektiver Homomorphismus heißt Epimorphismus, Monomorphismus bzw.
Isomorphismus. Schließlich nennt man einen Homomorphismus ϕ : (X, ·)→ (X, ·)
einen Endomorphismus und einen Isomorphismus ϕ : (X, ·)→ (X, ·) einen Auto-
morphismus.

Beispiel 3.2 Es sei U = (U, ·) Normalteiler einer Gruppe G = (X, ·) und G/U =
(X/U, ·) die Faktorgruppe von G nach U . Durch ϕU(x) = xU für alle x ∈ X
wird dann ein Homomorphismus ϕU : G → G/U definiert, der natürliche oder
kanonische Homomorphismus. Er ist stets ein Epimorphismus.

Satz 3.3 Es sei ϕ : (X, ·)→ (X ′,�) ein Homomorphismus. Dann gilt:

a) Schränkt man die Verknüpfung � auf ϕ(X) = {ϕ(x) | x ∈ X} ⊆ X ′ ein,
so ist (ϕ(X),�) ein Untergruppoid. Mit (X, ·) ist auch das homomorphe Bild
(ϕ(X),�)assoziativ, kommutativ bzw. idempotent.

b) Ist e` ein Linkseinselement von (X, ·), dann ist ϕ(e`) Linkseinselement von
(ϕ(X),�).

c) Besitzt (X, ·) ein Einselement e und gilt a′ · a = e in (X, ·), so folgt ϕ(a′) �
ϕ(a) = ϕ(e) in (ϕ(X),�).

Beweis: a) Mit X ist natürlich auch ϕ(X) nicht leer. Zu x′, y′ ∈ ϕ(X) gibt es
aber stets x, y ∈ X mit x′ = ϕ(x) und y′ = ϕ(y). Es folgt x′�y′ = ϕ(x)�ϕ(y) =
ϕ(x · y) ∈ ϕ(X). Also ist (ϕ(X),�) Untergruppoid von (X ′,�). Ist nun noch
z′ ∈ ϕ(X), so existiert auch ein z ∈ X mit z′ = ϕ(z). Aus (x · y) · z = x · (y · z)
folgt dann (x′� y′)� z′ = (ϕ(x)�ϕ(y))�ϕ(z) = ϕ(x · y)�ϕ(z) = ϕ((x · y) · z) =
ϕ(x · (y · z)) = ϕ(x) � ϕ(y · z) = x′ � (ϕ(y) � ϕ(z)) = x′ � (y′ � z′), aus
x · y = y · x folgt mit (28) ersichtlich x′ � y′ = y′ � x′, und aus x · x = x folgt
x′ � x′ = ϕ(x)� ϕ(x) = ϕ(x · x) = ϕ(x) = x′.
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b) Mit x′ = ϕ(x) wie in a) folgt aus e` · x = x sofort ϕ(e`)� x′ = ϕ(e`)� ϕ(x) =
ϕ(e` · x) = ϕ(x) = x′.

c) Wegen (28) folgt aus a′ ·a = e sofort ϕ(e) = ϕ(a′ ·a) = ϕ(a′)�ϕ(a). Außerdem
ist ϕ(e) wegen b) noch Einselement von (ϕ(X),�). �

Satz 3.4 Es seien (X, ·), (X ′, ·) und (X ′′, ·) Gruppoide.

a) Sind ϕ : (X, ·) → (X ′, ·) und ψ : (X ′, ·) → (X ′′, ·) Homomorphismen, dann
gilt das gleiche für ψ ◦ ϕ : (X, ·)→ (X ′′, ·).

b) Die identische Abbildung ιX : X → X ist ein Automorphismus von (X, ·).

c) Ist ϕ : (X, ·)→ (X ′, ·) ein Isomorphismus, dann auch ϕ−1 : (X ′, ·)→ (X, ·).

Beweis: a) Dies folgt wegen (ψ◦ϕ)(x·y) = ψ(ϕ(x·y)) = ψ(ϕ(x)·ϕ(y)) = ψ(ϕ(x))·
ψ(ϕ(y)) = (ψ ◦ϕ)(x) · (ψ ◦ϕ)(y) für alle x, y ∈ X, da ϕ und ψ Homomorphismen
sind.

b) Wegen ιX(x · y) = x · y = ιX(x) · ιX(y) ist ιX ein Endomorphismus, und als
bijektive Abbildung sogar ein Automorphismus.

c) Da ϕ bijektiv ist, existiert ϕ−1 und ist ebenfalls bijektiv. Es bleibt zu zeigen,
daß ϕ−1 ein Homomorphismus ist. Zu x′, y′ ∈ X ′ existieren wegen der Bijektivität
von ϕ aber eindeutig bestimmte x, y ∈ X mit x′ = ϕ(x) und y′ = ϕ(y), also
ϕ−1(x′) = x und ϕ−1(y′) = y. Daher gilt ϕ−1(x′ · y′) = ϕ−1(ϕ(x) · ϕ(y)) =
ϕ−1(ϕ(x · y)) = x · y = ϕ−1(x′) · ϕ−1(y′). �

Folgerung 3.5 Für jedes Gruppoid G = (X, ·) bildet die Menge End(G) aller
Endomorphismen von G eine Unterhalbgruppe der Transformationshalbgruppe TX
und die Menge Aut(G) eine Untergruppe von SX .

Beweis: Wegen Satz 3.4 c) ist das Einselement von TX in Aut(G) ⊆ End(G) ⊆ TX
enthalten und damit sind beide Teilmengen nicht leer. Wegen Teil a) desselben
Satzes ist dann End(G) sogar Untermonoid der Transformationshalbgruppe und
wegen Teil c) dann darin Aut(G) die Untergruppe der Einheiten. �

Definition 3.6 Gruppoide (X, ·) und (X ′, ·) heißen isomorph, wenn es einen
Isomorphismus ϕ : (X, ·)→ (X ′, ·) gibt. Man schreibt dann (X, ·) ∼= (X ′, ·).
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Satz 3.7 (Homomorphiesatz für Gruppen) Es seien (X, ·) und (X ′, ·) Gruppen
und ϕ : (X, ·)→ (X ′, ·) ein Homomorphismus. Dann gelten:

a) Ist e′ ∈ X ′ das Einselement von (X ′, ·), dann ist der Kern ker(ϕ) = ϕ−1(e′) =
{x ∈ X | ϕ(x) = e′} von ϕ ein Normalteiler von (X, ·).

b) Die Faktorgruppe (X/ ker(ϕ), ·) ist isomorph zu (ϕ(X), ·) vermöge des Isomor-
phismus ψ([x]) = ϕ(x) für alle [x] ∈ X/ kerϕ.

c) Mit dem kanonischen Epimorphismus ϕkerϕ : (X, ·) → (X/ ker(ϕ), ·) gilt ψ ◦
ϕker(ϕ) = ϕ. Die Abbildung ψ ist dadurch eindeutig bestimmt.

Beweis: a) Da ϕ(X) Untergruppe von (X ′, ·) ist, liegt das Einselement e′ von X ′

bereits in ϕ(X) und stimmt dort mit dem Einselement ϕ(e) überein. Insbesondere
gilt e ∈ ker(ϕ). Sind nun x, y ∈ ker(ϕ) so gilt ϕ(xy−1) = ϕ(x)ϕ(y−1) = e′ϕ(y)−1 =
(e′)−1 = e′, d. h. ker(ϕ) ist Untergruppe von (X, ·). Sei jetzt U = ker(ϕ) und
a ∈ X beliebig. Dann folgt für jedes u ∈ U wegen ϕ(aua−1) = ϕ(a)ϕ(u)ϕ(a−1) =
ϕ(a)e′ϕ(a)−1 = e′ bereits aua−1 ∈ U . Also gilt aUa−1 ⊆ U . Nach Aufgabe 3.21
ist U = ker(ϕ) Normalteiler.

b) Definiere ψ : X/ ker(ϕ) → ϕ(X) wie angegeben gemäß ψ([x]) = ϕ(x) für
alle [x] ∈ X/ ker(ϕ). Dann ist ψ wohldefiniert, denn [x] = [y] ist gleichwertig
zu xy−1 ∈ ker(ϕ), also zu xy−1 = k für ein k ∈ ker(ϕ), also zu x = ky für ein
k ∈ ker(ϕ). Hieraus folgt aber ϕ(x) = ϕ(ky) = ϕ(k)ϕ(y) = ϕ(y). Ersichtlich
ist ψ surjektiv. Die Injektivität folgt aus ψ([x]) = ψ([y]) =⇒ ϕ(x) = ϕ(y) =⇒
ϕ(xy−1) = ϕ(x)ϕ(y)−1 = e′ =⇒ xy−1 ∈ ker(ϕ) =⇒ [x] = [y]. Schließlich ist ψ ein
Homomorphismus wegen ψ([x][y]) = ψ([xy]) = ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) = ψ([x])ψ([y]).

c) Es ist ψ ◦ϕker(ϕ)(x) = ψ([x]) = ϕ(x) für alle x ∈ X. Daher gilt ψ ◦ϕker(ϕ) = ϕ.
Aus ψ1 ◦ ϕker(ϕ) = ϕ = ψ2 ◦ ϕker(ϕ) folgt aber bereits ψ1([x]) = ψ2([x]) für alle
[x] ∈ X/ ker(ϕ), also ψ1 = ψ2.

�

Beispiel 3.8 a) Die Abbildung sgn : (Sn, ◦) → ({1,−1}, ·), die jeder Permuta-
tion π ∈ Sn ihr Signum sgn(π) zuordnet, ist ein Epimorphismus. Der Kern von
sgn ist gerade die alternierende Gruppe An.

b) Es sei V ein K-Vektorraum über einem Körper (K,+, ·) und GL(V ) die Grup-
pe der K-linearen Automorphismen von V , die volle lineare Gruppe über V . Für
ϕ ∈ GL(V ) und w ∈ V sei γϕ,w : V → V durch

γϕ,w(v) = ϕ(v) + w für alle v ∈ V(29)
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definiert. Dann ist

AGL(V ) = {γϕ,w | ϕ ∈ GL(V ), w ∈ V }(30)

eine Untergruppe von (SV , ◦), die affin lineare Gruppe auf V . Diese Gruppe
enthält ihrerseits die Untergruppe T = {γιV ,w | w ∈ V }, die offensichtlich zur
additiven Gruppe (V,+) isomorph ist. Wegen

γιV ,w ◦ γϕ,w′ = γϕ,w′ ◦ γιV ,ϕ−1(w)(31)

für alle γϕ,w′ ∈ AGL(V ) ist T sogar ein Normalteiler, der Translationennormal-
teiler von AGL(V ).

Folgerung 3.9 Die Gruppe (Z,+) ist bis auf Isomorphie die einzige unendliche
zyklische Gruppe. Die Restklassengruppe (Z/(n),+) ist bis auf Isomorphie die
einzige zyklische Gruppe der Ordnung n.

Man schreibt oft Cn für die endliche zyklische Gruppe der Ordnung n und C∞ für
die unendliche zyklische Gruppe.

Beweis: Sei G = (X, ·) zyklische Gruppe mit X = 〈a〉 für ein a ∈ X. Dann
ist ϕ : (Z,+) → (〈a〉, ·) gemäß ϕ(m) = am ein surjektiver Homomorphismus.
Nach dem Homomorphiesatz gilt also (X, ·) = (ϕ(Z), ·) ∼= (Z/ker(ϕ),+). Nun ist
ker(ϕ) = nZ für ein geeignetes n ∈ N0 und daher G ∼= (Z/(n),+). Genau für
n = 0 ist ker(ϕ) = {0} und daher ϕ bijektiv, also G ∼= (Z,+) eine unendliche
zyklische Gruppe. Für n ≥ 1 dagegen ist G ∼= (Z/(n),+) endlich und |G| = n. �

Satz 3.10 Es sei ϕ : G → G ′ ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Für jede
Untergruppe U ′ von G ′ ist dann ϕ−1(U ′) = {x ∈ X | ϕ(x) ∈ U ′} ⊇ ker(ϕ) Unter-
gruppe von G. Die Abbildung ψ(U ′) = ϕ−1(U ′) definiert eine Bijektion zwischen
der Menge aller Untergruppen von G ′ und der Menge aller Untergruppe von G,
die ker(ϕ) enthalten.

Beweis: Erfolgt in der Vorlesung! �

Satz 3.11 (Erster Isomorphiesatz für Gruppen) Es sei G = (X, ·) eine Gruppe,
U = (U, ·) eine Untergruppe und N = (N, ·) ein Normalteiler von G. Dann gilt

U/(U ∩N) ∼= (UN)/N.(32)
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Beweis: Wegen Aufgabe 2.44 ist U ∩ N Normalteiler von U , also die lin-
ke Seite von (32) definiert. Aus derselben Aufgabe folgt, daß N Normaltei-
ler der Untergruppe UN ist, also auch die rechte Seite sinnvoll ist. Sei nun
ϕ : (X, ·) → (X/N, ·) der kanonische Epimorphismus gemäß Beispiel 3.2. Dann
ist die Einschränkung ϕ|U : (U, ·) → (ϕ(U), ·) ebenfalls ein Epimorphismus
und das gleiche gilt für die Einschränkung ϕ|UN : (UN, ·) → (ϕ(U), ·) wegen
ϕ(un) = ϕ(u)ϕ(n) = ϕ(u)e′ = ϕ(u), wobei e′ das Einselement von (X/N, ·)
bezeichnet. Mit dem Homomorphiesatz folgt

U/ker(ϕ|U) ∼= ϕ(U) ∼= UN/ker(ϕ|UN).

Nun ist aber offensichtlich ker(ϕ|U) = U ∩ N und wegen N ⊆ UN folgt
ker(ϕ) = N ⊇ ker(ϕ|UN) ⊇ N , also auch N = ker(ϕ|UN). Also zeigen die
obigen Isomorphien bereits (32). �

Satz 3.12 (Zweiter Isomorphiesatz für Gruppen) Es seien G1 = (X1, ·) und
G2 = (X2, ·) Gruppen und Ni = (Ni, ·) Normalteiler von Gi. Ist ϕ : G1 → G2
Epimorphismus mit ϕ−1(N2) = N1, so gilt

X1/N1
∼= X2/N2.(33)

Beweis: Es sei ϕ2 : (X2, ·) → (X2/N2, ·) der kanonische Epimorphismus. Dann
ist auch ϕ2 ◦ ϕ : (X1, ·) → (X2/N2, ·) ein Epimorphismus und nach dem Homo-
morphiesatz gilt

X1/ker(ϕ2 ◦ ϕ) ∼= ϕ2 ◦ ϕ(X1) = X2/N2.

Es bleibt also noch N1 = ker(ϕ2 ◦ ϕ) zu zeigen. Nun ist aber für alle x ∈ X1

die Inklusion x ∈ ker(ϕ2 ◦ ϕ) gleichwertig zu ϕ2 ◦ ϕ(x) = N2, was wiederum
äquivalent zu ϕ(x) ∈ N2 ist. Wegen der Voraussetzung ϕ−1(N2) = N1 ist dies
aber gleichwertig zu x ∈ N1. �

Folgerung 3.13 Sind (N1, ·) und (N2, ·) Normalteiler einer Gruppe G = (X, ·)
mit N1 ⊆ N2, so gilt

(X/N1)/(N2/N1) ∼= X/N2.(34)

Beweis: Definiere ϕ : X/N1 → X/N2 gemäß ϕ([x]1) = [x]2 für alle [x]1 ∈ X/N1.
Wegen [x]1 = [y]1 ⇐⇒ xy−1 ∈ N1 ⊆ N2 =⇒ [x]2 = [y]2 ist ϕ wohldefiniert
und ersichtlich surjektiv. Wegen ϕ([x]1[y]1) = ϕ([xy]1) = [xy]2 = [x]2[y]2 =
ϕ([x]1)ϕ([y]1) ist ϕ auch ein Homomorphismus. Schließlich zeigt ϕ([x]1) = [x]2 =
N2 ⇐⇒ x ∈ N2 ⇐⇒ [x]1 ∈ N2/N1 noch ϕ−1(N2) = N2/N1. Nun liefert der zweite
Isomorphiesatz die Behauptung. �
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Satz 3.14 (Satz von Cayley, Arthur Cayley, 1821 - 1895) Jede Gruppe ist zu
einer Permutationsgruppe isomorph.

Beweis: Sei G = (X, ·) eine beliebige Gruppe. Für jedes x ∈ X sei tx : X →
X die Linkstranslation gemäß tx(y) = x · y für alle y ∈ X definiert. Wegen
der Invertierbarkeit von x ist tx bijektiv mit t−1x = tx−1 und liegt damit in der
symmetrischen Gruppe (SX , ◦). Definiere ϕ : G → SX durch ϕ(x) = tx für alle
x ∈ X. Dann ist ϕ injektiv, denn ϕ(x) = ϕ(x′) bedeutet die Gleichheit tx = tx′
der beiden Translationen, also insbesondere die Gleichheit tx(e) = tx′(e) für das
Einselement e von G, was natürlich x = x′ liefert. Außerdem gilt für beliebige
Elemente x, x′ ∈ X und alle y ∈ X auch

txx′(y) = (xx′)y = x(x′y) = (tx ◦ tx′)(y),

woraus ϕ(xx′) = txx′ = tx ◦ t′x = ϕ(x) ◦ ϕ(x′) folgt. Daher ist ϕ sogar ein Homo-
morphismus und damit G isomorph zu der Untergruppe ϕ(X) von SX . �

Satz 3.15 Jede Halbgruppe ist isomorph zu einer Unterhalbgruppe einer geeig-
neten Transformationshalbgruppe

Beweis: Siehe Aufgabe 3.20 �

Definition 3.16 Eine Gruppe, die von zwei Involutionen erzeugt wird, heißt eine
Diedergruppe.

Satz 3.17 Es sei G eine Gruppe. Dann sind äquivalent:

a) G ist eine Diedergruppe.

b) G = 〈g, t〉, wobei 〈g〉 ein zyklischer Normalteiler vom Index 2 und t eine
Involution mit gt = g−1 ist.

Beweis: b) =⇒ a): Aus g−1 = gt = tgt−1 = tgt, da t als Involution t = t−1

erfüllt, folgt tgtg = g−1g = e, d. h. tg ist ebenfalls eine Involution. Offensichtlich
gilt 〈tg, t〉 ⊆ 〈g, t〉. Wegen g = t · tg ∈ 〈tg, t〉 gilt auch die umgekehrte Inklusion.
Also wird G = 〈g, t〉 von den beiden Involutionen t und tg erzeugt.

a) =⇒ b): Gelte G = 〈t1, t2〉 = {x1 · · ·xn | n ∈ N, xi ∈ {t1, t2}} mit Involutionen
ti. Sei g = t1t2 = t1t

−1
2 , also t1 = gt2 ∈ 〈g, t2〉. Dies zeigt G = 〈t1, t2〉 ⊆ 〈g, t2〉 und

damit G = 〈g, t2〉. Weiterhin folgt gt1 = t1gt
−1
1 = t1t1t

−1
2 t−11 = t−12 t−11 = (t1t2)

−1 =
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g−1 (und analog gt2 = g−1). Sei U = 〈g〉 = {(t1t2)k | k ∈ Z}, also zyklische
Untergruppe von G. Aus t1t

−1
2 = g ∈ U folgt t1U = t2U . Ist nun x1 · · ·xn ∈ G mit

n > 1, so folgt hieraus für die Linksnebenklasse x1 · · · xnU sowohl für xn = t1 als
auch für xn = t2

x1 · · ·xn−1t1U = x1 · · ·xn−1t2U = x1 · · ·xn−2U = . . . =
{

U
t1U = t2U

je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist. Damit gibt es aber nur zwei Links-
nebenklassen von U , d. h. U ist nach Lemma 2.19 Normalteiler. �

Beispiel 3.18 a) Die Deckabbildungen eines regelmäßigen n-Ecks bilden eine
Diedergruppe Dn. Man kann für t eine Spiegelung an einer der Achsen des n-
Ecks nehmen und für g eine Drehung um das Zentrum des n-Ecks um den Winkel
2π/n.

b) Die Transformationen s, t : Z→ Z mit t(x) = x+ 1 und s(x) = −x jeweils für
alle x ∈ Z sind bijektiv, erzeugen also eine Untergruppe D∞ = 〈s, t〉 von (SZ, ◦).
Wegen (s ◦ t)(x) = s(x+ 1) = −x− 1 = t−1(−x) = (t−1 ◦ s)(x) für alle x ∈ Z gilt
D∞ = 〈s ◦ t, s〉, und s2 = idZ sowie (s ◦ t)2 = s ◦ t ◦ t−1 ◦ s = idZ zeigen, daß D∞
eine unendliche Diedergruppe ist.

Folgerung 3.19 Ist G eine Gruppe der Ordnung 2p für ein p ∈ P, so ist G
entweder zyklisch oder eine Diedergruppe.

Beweis: Für p = 2, also Gruppen der Ordnung 4, ist der Satz richtig, weil es
dann nur die zyklische Gruppe C4 und die Kleinsche Vierergruppe V4 = D2 gibt.
Im folgenden sei daher p eine ungerade Primzahl. Existiert in G ein Element g
der Ordnung 2p, so ist G = 〈g〉 zyklisch und nichts mehr zu beweisen. Es darf
daher ord(g) ∈ {2, p} für alle g 6= e aus G vorausgesetzt werden. Gilt sogar
ord(g) = 2 für alle derartigen Elemente aus G, dann existieren wegen 2p > 2
mindestens zwei verschiedene dieser Elemente, etwa a 6= b. Diese erzeugen aber
eine Untergruppe U = 〈a, b〉, die isomorph zur Kleinschen Vierergruppe ist, also
die Ordnung 4 hat. Nach dem Satz von Lagrange wäre daher 4 ein Teiler von 2p,
was wegen p 6= 2 bereits ausgeschlossen ist. Es gibt daher wenigstens ein Element
g 6= e aus G der Ordnung p, das die Untergruppe U = {e, g, g2, . . . , gp−1} der
Ordnung p erzeugt. Diese hat nach dem Satz von Lagrange den Index 2 in G,
ist also ein Normalteiler, und die Faktorgruppe G/U ist die zyklische Gruppe
der Ordnung 2. Für jedes a ∈ G \ U ist [a] 6= [e] = [a]2 in dieser Faktorgruppe
und daher [ap] = [a]p = [a] 6= [e], da p ungerade ist. Also ist ap 6= e in G und
somit ord(a) = 2. Da U Normalteiler in G ist, gilt aga−1 = aga = gk für einen
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Exponenten k mit 0 ≤ k ≤ p − 1. Aus k = 0 würde aga = e = aa und daher
g = e folgen, was unmöglich ist. Aus k = 1 würde aga = g und damit ag = ga
folgen. Dann ergäbe ord(ag) = 2 wegen e = agag = gg den Widerspruch p = 2,
und ord(ag) = p ergäbe den Widerspruch e = (ag)p = apgp = ap. Man hat
daher 1 < k ≤ p − 1. Nun gilt aber gk

2
= (gk)k = (aga)k = agka = g und

damit gk
2−1 = e. Also teilt p den Exponenten k2 − 1 = (k − 1)(k + 1). Wegen

1 ≤ k − 1 < p − 2 und k + 1 ≤ p bedeutet dies p = k + 1 und damit k = p − 1.
Also gilt aga = gk = gp−1 = g−1. Dies zeigt, daß G = 〈g, a〉 eine Diedergruppe
ist. �

Aufgabe 3.20 Beweisen Sie Satz 3.15, indem Sie den Beweis des Satzes von
Cayley verallgemeinern.

Aufgabe 3.21 Ist a ∈ X Element einer Gruppe G = (X, ·), so definiert ϕa :
X → X gemäß ϕa(x) = axa−1 für alle x ∈ X einen Automorphismus von G.
Derartige Automorphismen werden innere Automorphismen genannt. Die Menge
Inn(G) der inneren Automorphismen von G bildet einen Normalteiler von Aut(G).
Eine Untergruppe U von G ist genau dann ein Normalteiler, wenn ϕa(U) ⊆ U für
alle a ∈ X gilt.

Aufgabe 3.22 Für jede Gruppe G gilt Inn(G) ∼= G/Z(G).

Aufgabe 3.23 Es seien G = (X, ·) eine Gruppe, a ∈ X und ϕ ∈ Aut(G). Dann
gilt ord(a) = ord(ϕ(a)). Hieraus folgen ord(a) = ord(bab−1) und ord(ab) =
ord(ba) für alle b ∈ X.

Aufgabe 3.24 Eine Untergruppe U einer Gruppe G heißt charakteristisch, wenn
ϕ(U) ⊆ U für jeden Automorphismus ϕ ∈ Aut(G) gilt. Jede charakteristische
Untergruppe ist Normalteiler. Jede charakteristische Untergruppe eines Normal-
teilers von G ist bereits selbst Normalteiler von G.

Aufgabe 3.25 Ist G eine Gruppe der Ordnung n, so ist die Ordnung von Aut(G)
ein Teiler von (n− 1)!.

Aufgabe 3.26 Man bestimme die Automorphismengruppe der Kleinschen Vie-
rergruppe.

Aufgabe 3.27 Man bestimme die Automorphismengruppe der Symmetrischen
Gruppe (S3, ◦).
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Aufgabe 3.28 Es seien Gi = (Xi, ·) Gruppen und Ni ⊆ Gi Normalteiler für
i = 1, 2. Dann ist N1×N2 Normalteiler von G1×G2 und es gilt G1×G2/N1×N2

∼=
G1/N1 × G2/N2.

Aufgabe 3.29 Ein Normalteiler N einer Gruppe G ist genau dann maximal,
wenn die Faktorgruppe G/N einfach ist.
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4 Lösungen zu ausgewählten Aufgaben

Lösung zu Aufgabe 1.21

a) Ist al linksabsorbierendes und ar rechtsabsorbierendes Element eines Gruppo-
ids, so folgt bereits aus diesen beiden Eigenschaften a` = a` · ar = ar. Also sind
beide Elemente gleich und dieses eine Element ist absorbierend. Dieselbe Über-
legung gilt aber erst recht für zwei absorbierende Elemente, da jedes von ihnen
sowohl links- als auch rechtsabsorbierend ist.

Für Einselemente schließt man analog: Ist e` ein Linkseinselement und er ein
Rechtseinselement, so folgt er = e` ·er = e`, d. h. beide stimmen überein und sind
damit ein Einselement. Zwei Einselemente stimmen daher ebenfalls erst recht
überein.

b) Sind a′ und a∗ Elemente eines Monoids (X, ·) mit dem Einselement e, so daß
a′ · a = e und a · a∗ = e für ein a ∈ X gelten, so folgt wegen der Assoziativität
a′ = a′ · e = a′ · (a · a∗) = (a′ · a) · a∗ = e · a∗ = a∗. Speziell stimmen also zwei zu
a inverse Elemente überein.

Die Gleichung a−1 ·a = e = a ·a−1 zeigt nicht nur, daß a−1 invers zu a ist, sondern
auch, daß a (eindeutig bestimmtes) Inverses zu a−1 ist. Also gilt (a−1)−1 = a.

Aus a−1 · a = e = a · a−1 und b−1 · b = e = b · b−1 folgt wegen der Assoziativität
(a · b) · (b−1 · a−1) = a · e · a−1 = e und (b−1 · a−1) · (a · b) = b−1 · e · b = e, d. h.
b−1 · a−1 ist eindeutig bestimmtes Inverses zu a · b.

Die im Beweis dieser Aussagen verwendete Assoziativität ist entscheidend, denn
es gibt Beispiele für nichtassoziative Gruppoide mit Einselement, in denen keine
dieser Aussagen zutrifft:

· 1 a b c
1 1 a b c
a a 1 1 1
b b 1 b a
c c 1 a c

Dieses Gruppoid ist kommutativ und hat das Einselement 1. Wegen a · a =
1 = a · b und der Kommutativität sind a und b invers zu a, d. h. a besitzt kein
eindeutig bestimmtes Inverses. Dagegen besitzen sowohl b als auch c das eindeutig
bestimmte Inverse a. Daher gilt b−1 = a = c−1, aber (b−1)−1 und (c−1)−1 existieren
nicht. Ebenso wenig existiert (b · c)−1 = a−1.

Lösung zu Aufgabe 1.24
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Aus der eindeutigen Lösbarkeit der Gleichung ax = b folgt sofort die Linkskürz-
barkeit der Quasigruppe, aus der eindeutigen Lösbarkeit der Gleichung ya = b
entsprechend die Rechtskürzbarkeit.

Da in jeder Gruppe die Gleichungen ax = b durch x = a−1b und ya = b durch y =
ba−1 eindeutig lösbar sind, ist jede Gruppe eine assoziative Quasigruppe und sogar
eine Loop, da sie ein Einselement besitzt. Umgekehrt sind in jeder assoziativen
Quasigruppe (erst recht in jeder assoziativen Loop) diese Gleichungen lösbar. Mit
Satz 1.10 folgt daher, daß es sich um eine Gruppe handelt.

Lösung zu Aufgabe 1.25

Ersichtlich ist jedes Linkseinselement e` wegen e` · e` = e` idempotent und wegen
e` · a = e` · b ⇒ a = e` · a = e` · b = b linkskürzbar auch ohne Benutzung der
Assoziativität.

Sei umgekehrt e = e · e linkskürzbar. Dann folgt mit der Assoziativität e · a =
(e · e) · a = e · (e · a) und hieraus mit der Linkskürzbarkeit a = e · a, d. h. e ist
Linkseinselement.

Damit ist in einer kürzbaren Halbgruppe jedes idempotente Element bereits ein
Einselement und da dieses eindeutig bestimmt ist, kann es nur ein idempotentes
Element geben.

Ist e idempotentes Element eines linkskürzbaren Gruppoids und er ein Rechts-
einselement, so folgt e · e = e = e · er und mit der Linkskürzbarkeit daher e = er.

Die folgende kommutative und idempotente Quasigruppe zeigt, daß in einem
(links)kürzbaren Gruppoid aber kein (Rechts)einselement existieren muß und es
daher mehrere idempotente Elemente geben kann. Die Assoziativität ist für den
ersten Teil der Aufgabe also wesentlich.

· a b c
a a c b
b c b a
c b a c

Lösung zu Aufgabe 1.26

Sind a1, . . . , an sämtliche Elemente der endlichen Halbgruppe (X, ·) und sind
a, b ∈ X beliebig, so sind die Produkte aai wegen der Linkskürzbarkeit paarweise
verschieden und damit genau alle n Elemente von X. Daher hat die Gleichung
ax = b (genau) eine Lösung in (X, ·). Dual folgt aus der Rechtskürzbarkeit die
(eindeutige) Lösbarkeit der Gleichung ya = b. Nach Satz 1.10 ist (X, ·) daher eine
Gruppe.
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Da die Assoziativität nur im Satz 1.10 benötigt wird, hat man auch gezeigt, daß
jedes endliche kürzbare Gruppoid bereits eine Quasigruppe ist.

Lösung zu Aufgabe 1.27

Aus der Lösung zu Aufgabe 1.26 folgt, daß in jeder endlichen linkskürzbaren
Halbgruppe (X, ·) für alle a, b ∈ X die Gleichung ax = b eine eindeutige Lösung
hat. Die Linkseinfachheit besagt aber gerade, daß auch die Gleichung ya = b eine
Lösung besitzt. Mit Satz 1.10 folgt daher, daß (X, ·) eine Gruppe ist.

Lösung zu Aufgabe 1.29

Gelte also akbk = (ab)k, ak+1bk+1 = (ab)k+1 und ak+2bk+2 = (ab)k+2 für eine
natürliche Zahl k. Dann folgt aus der letzten Gleichung aak+1bk+1b = a(ba)k+1b
durch Kürzen und wegen der zweiten Gleichung (ab)k+1 = ak+1bk+1 = (ba)k+1.
Ebenso folgt aus der zweiten und der ersten Gleichung (ab)k = akbk = (ba)k.
Damit hat man aber (ab)(ab)k = (ab)k+1 = (ba)k+1 = (ba)(ba)k = (ba)(ab)k.
Wiederum durch Kürzen erhält man ab = ba. Umgekehrt folgt hieraus natürlich
akbk = (ab)k für alle Exponenten.

Lösung zu Aufgabe 1.31

Aus c) folgt b) mit Folgerung 1.16.

Aus b) folgt a) mit Aufgabe 1.25.

a) =⇒ c): Aus axa = a in der regulären Halbgruppe (X, ·) folgt, daß ax = axax
und xa = xaxa idempotent sind. Ist e daher das eindeutig bestimmte idempotente
Element der Halbgruppe, so erfüllt es ea = axa = a und ae = axa = a, ist also
Einselement. Außerdem zeigen a(xax) = ax = e und (xax)a = xa = e, daß xax
Inverses zu a ist.

Lösung zu Aufgabe 1.33

Ist f : M → M eine Transformation auf M mit A = f(X), so definiere man
g : X → X für x ∈ X \ A beliebig und zu jedem a ∈ A wähle man ein ya ∈
f−1({a}) 6= ∅ fest und setze g(a) = ya. Dann gilt für alle a ∈ A schon f ◦
g(a) = f(g(a)) = f(ya) = a und damit für alle x ∈ X wegen f(x) ∈ A auch
f ◦ g ◦ f(x) = f(x). Daher ist f regulär.

Jede freie Halbgruppe ist kürzbar, aber keine Gruppe. Daher kann sie nach Auf-
gabe 1.31 nicht regulär sein.

Lösung zu Aufgabe 2.35
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Da M endlich ist, ist eine Transformation f : M →M genau dann bijektiv, wenn
sie injektiv ist, also genau dann singulär, wenn verschiedene Elemente m1 6= m2

aus M mit f(m1) = f(m2) existieren. Ist dann g : M →M eine weitere derartige
Transformation, so folgt auch g(f(m1)) = g(f(m2)), d. h. auch g ◦ f ist singulär.
Also ist TM \ SM für |M | > 1 eine Unterhalbgruppe von TM . Wegen |TM | = nn

und |SM | = n! ist |TM \ SM | = nn − n! klar.

Lösung zu Aufgabe 2.36

Ist f : D → M eine partielle Abbildung von D ⊆ M in M und A = f(D), so
kann man g : A → M wie in der Lösung zu Aufgabe 1.33 definieren, d. h. zu
a ∈ D sei ya ∈ f−1(a) fest gewählt und es werde g(a) = ya gesetzt. Man erhält
dann ebenfalls f(g(a)) = f(ya) = a für alle a ∈ A = f(D) und daher f ◦g◦f = f .

Lösung zu Aufgabe 2.37

Die binären Relationen % auf der Menge M = {1, 2} werden als 2 × 2-Matrizen
R = (ri,j) über dem Booleschen Halbring B = {0, 1} dargestellt, wobei genau
dann ri,j = 1 gilt, wenn (i, j) in % liegt.

Dann entspricht der identischen Relation die Einheitsmatrix E =
(

1 0
0 1

)
und

der Permutation, die 1 mit 2 vertauscht, die Matrix P =
(

0 1
1 0

)
. Diese beiden

Matrizen bilden zusammen eine Gruppe, die isomorph zu S{1,2} ist.

Die weiteren (singulären) Transformationen aus T{1,2} werden dann dargestellt

durch die Matrizen T1 =
(

1 0
1 0

)
, welche die Projektion auf die Teilmenge {1}

darstellt, und T2 =
(

0 1
0 1

)
für die Projektion auf die Teilmenge {2}.

Damit hat man die folgende Cayley-Tafel für T{1,2}.

· E P T1 T2
E E P T1 T2
P P E T1 T2
T1 T1 T2 T1 T2
T2 T2 T1 T1 T2

Man sieht hieran, daß {T1, T2} nicht nur eine Unterhalbgruppe von T{1,2} sondern
sogar ein Ideal ist. Wegen T1T2 6= T2T1 sind diese beiden idempotenten Elemente
nicht vertauschbar, also ist T{1,2} insbesondere keine inverse Halbgruppe.

Als Definitionsbereiche für die echten partiellen Abbildungen aus P{1,2} kommen
nur die Mengen ∅, {1} und {2} in Frage. Auf der ersten ist nur die leere Abbildung
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definiert, ihr entspricht die Nullmatrix O =
(

0 0
0 0

)
. Auf der Menge {1} sind

genau zwei Abbildungen möglich, der 1 kann entweder die 1 zugeordnet werden

oder die 2. Diese Abbildungen werden durch die Matrizen Q1 =
(

1 0
0 0

)
und

Q2 =
(

0 1
0 0

)
dargestellt. Entsprechend gehören zu den beiden Abbildungen auf

{2} die Matrizen R1 =
(

0 0
1 0

)
und R2 =

(
0 0
0 1

)
.

Damit ergibt sich die Cayley-Tafel für P{1,2}:

· E P T1 T2 Q1 Q2 R1 R2 O
E E P T1 T2 Q1 Q2 R1 R2 O
P P E T1 T2 R1 R2 Q1 Q2 O
T1 T1 T2 T1 T2 T1 T2 O O O
T2 T2 T1 T1 T2 O O T1 T2 O
Q1 Q1 Q2 Q1 Q2 Q1 Q2 O O O
Q2 Q2 Q1 Q1 Q2 O O Q1 Q2 O
R1 R1 R2 R1 R2 R1 R2 O O O
R2 R2 R1 R1 R2 O O R1 R2 O
O O O O O O O O O O

In dieser Halbgruppe sind alle Elemente bis auf P , Q2 und R1 idempotent, also
insbesondere regulär. Wegen P 3 = P ist aber auch P sein eigenes Inverses und
wegen Q2R1Q2 = Q2 und R1Q2R1 = R1 sind beide Elemente invers zueinander.
Dies zeigt noch einmal explizit, daß P{1,2} eine reguläre Halbgruppe ist. Es ist aber
Q2 nur mit sich selbst, E und O vertauschbar. Da dies keine Inversen von Q2 sind,
ist Q2 mit keinem seiner Inversen vertauschbar, so daß P{1,2} keine vollständig
reguläre Halbgruppe ist.

Außerdem bildet P{1,2}\T{1,2} = {O,Q1, Q2, R1, R2} die Menge aller echten parti-
ellen Abbildungen eine Unterhalbgruppe von P{1,2}. Dies läßt sich ganz allgemein
für PM \ TM zeigen.

Schließlich lassen sich die binären Relationen, die nicht rechtseindeutig sind, durch
die folgenden Matrizen darstellen.

Die Allrelation I =
(

1 1
1 1

)
, dann die linkstotalen Relationen A =

(
1 0
1 1

)
,

B =
(

1 1
0 1

)
, C =

(
0 1
1 1

)
und D =

(
1 1
1 0

)
, und schließlich noch F =

(
1 1
0 0

)
sowie G =

(
0 0
1 1

)
.

Für die Cayley-Tafel von B{1,2} erhält man damit
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· E P T1 T2 Q1 Q2 R1 R2 O A B C D F G I
E E P T1 T2 Q1 Q2 R1 R2 O A B C D F G I
P P E T1 T2 R1 R2 Q1 Q2 O D C B A G F I
T1 T1 T2 T1 T2 T1 T2 O O O T1 I T2 I I O I
T2 T2 T1 T1 T2 O O T1 T2 O I T2 I T1 O I I
Q1 Q1 Q2 Q1 Q2 Q1 Q2 O O O Q1 F Q2 F F O F
Q2 Q2 Q1 Q1 Q2 O O Q1 Q2 O F Q2 F Q1 O F F
R1 R1 R2 R1 R2 R1 R2 O O O R1 G R2 G G O G
R2 R2 R1 R1 R2 O O R1 R2 O G R2 G R1 O G G
O O O O O O O O O O O O O O O O O
A A C T1 T2 T1 T2 R1 R2 O A I C I I G I
B B D T1 T2 Q1 Q2 T1 T2 O I B I D F I I
C C A T1 T2 R1 R2 T1 T2 O I C I A G I I
D D B T1 T2 T1 T2 Q1 Q2 O D I B I I F I
F F F Q1 Q2 Q1 Q2 Q1 Q2 O F F F F F F F
G G G R1 R2 R1 R2 R1 R2 O G G G G G G G
I I I T1 T2 T1 T2 T1 T2 O I I I I I I I

Die Elemente I, A, B, F und G sind idempotent und daher regulär. Wegen
CDC = AC = C und DCD = BD = D sind aber C und D invers zueinander
und damit ebenfalls regulär. Insgesamt ist daher B{1,2} eine reguläre Halbgruppe
im Gegensatz zu der Behauptung in Exercise 15 auf Seite 63 in John M. Howie,
Fundamentals of Semigroup Theory, Oxford Science Publications, 1995.

Man kann allerdings zeigen, daß die Matrix

 0 0 1
1 1 0
0 1 1


eine Relation aus B{1,2,3} darstellt, die nicht regulär ist.

Die Menge B{1,2} \ P{1,2} aller “echten” Relationen bildet wiederum eine Unter-
halbgruppe von B{1,2}, was sich ebenfalls ganz allgemein zeigen läßt.

Eine andere Unterhalbgruppe wird von {E,A,B,C,D, I} gebildet. Dieses Mo-
noid wird auch als Perkins-Monoid bezeichnet (P. Perkins, Bases for equational
theories of semigroups, J. Algebra 11 (1968), 298 - 314). Hieraus erhält man
weitere Unterhalbgruppen, indem man beispielsweise noch die Mengen {O} oder
{P} oder {F,G} hinzunimmt.

Lösung zu Aufgabe 2.33

a) Ist UV Untergruppe, so folgt für alle u ∈ U und v ∈ V wegen u−1 ∈ U und
v−1 ∈ V dann (vu)−1 = u−1v−1 ∈ UV und daher vu ∈ UV . Dies zeigt V U ⊆ UV
und die umgekehrte Inklusion folgt dual. Hat man umgekehrt UV = V U , so
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gelten UV · UV = UUV V ⊆ UV und (UV )−1 = V −1U−1 ⊆ V U = UV . Also ist
UV eine Untergruppe.

b) Sind U und V echte Teilmengen von X, so folgt aus U ⊆ V bereits U ∪ V =
V ⊂ X und aus V ⊆ U bereits U ∪ V = U ⊂ X, also die Behauptung. Man darf
daher die Existenz von u ∈ U \ V und v ∈ V \ U annehmen. Aus X = U ∪ V
würde dann aber uv ∈ U ∪ V folgen. Aus uv ∈ U folgt jedoch der Widerspruch
v = u−1(uv) ∈ U , aus uv ∈ V der Widerspruch u = (uv)v−1 ∈ V . Daher gilt
X 6= U ∪ V .

Lösung zu Aufgabe 2.38

Jedenfalls liegt die identische Abbildung in SfinM ⊆ T finM und diese Mengen sind
damit nichtleere Teilmengen von SM bzw. TM , die das Einselement enthalten.
Für f ∈ SM gilt f(m) = m genau dann, wenn f−1(m) = m ist. Also stimmen
die Fixpunktmengen Fix(f) = {m ∈ M | f(m) = m} und Fix(f−1) überein.
Dies zeigt f ∈ SfinM ⇐⇒ f−1 ∈ SfinM . Also enthält SfinM mit jedem Element auch
sein Inverses. Sind nun f, g ∈ T finM und m ∈ Fix(f)∩Fix(g), so folgt f(g(m)) =
f(m) = m, also Fix(f)∩Fix(g) ⊆ Fix(f ◦g). Mit M \Fix(f) und M \Fix(g) ist
daher auch M \Fix(f ◦g) ⊆M \(Fix(f)∩Fix(g)) ⊆ (M \Fix(f))∪(F \Fix(g))
endlich, also f ◦ g ∈ T finM . Also ist T finM Untermonoid von TM . Die restlichen
Behauptungen folgen, da SM Untergruppe von TM ist.

Lösung zu Aufgabe 2.39

Für g = e erhält man x = exe−1, also ist ∼ reflexiv. Gilt y = gxg−1, so folgt
x = g−1yg mit h = g−1 ∈ G, also x = hyh−1. Daher ist ∼ auch symmetrisch. Aus
y = gxg−1 und z = hyh−1 folgt z = hgxg−1h−1 = hgx(hg)−1, also ist ∼ auch
transitiv. Die Äquivalenzklasse von x besteht aus genau den y mit y = gxg−1 für
ein g ∈ G. Dies sind aber genau die Elemente der Konjugiertenklasse xG.

Lösung zu Aufgabe 2.40

Ersichtlich ist ∼L reflexiv, symmetrisch und transitiv, da die rechte Seite durch
eine Äquivalenzrelation definiert wird. Gilt nun u ∼L v und ist w ∈ X beliebig, so
ist (xw)uy ∈ L gleichwertig zu (xw)vy ∈ L für alle x, y ∈ X, was bereits wu ∼L
wv zeigt. Analog folgt aber auch uw ∼L vw, womit ∼L eine Kongruenzrelation
ist. Stets gilt L ⊆ ⋃

u∈L[u] für die Äquivalenzklassen [u] = {v ∈ X | v ∼L u}.
Besitzt (X, ·) ein Einselement e, so ist aber mit u ∈ L auch jedes v ∈ [u] wegen
u = eue ∈ L⇐⇒ v = eve ∈ L bereits in L enthalten. Man hat also L =

⋃
u∈L[u].

Lösung zu Aufgabe 2.41

Eine Untergruppe U einer Gruppe (G, ·) ist genau dann Normalteiler, wenn Ug =
gU für alle g ∈ G gilt, wenn also U = gUg−1 für alle g ∈ G gilt. Wegen U g =
gUg−1 ist dies aber gerade die Behauptung.
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Lösung zu Aufgabe 2.43

Sei G = (X, ·) eine Gruppe, U eine Untergruppe und V ein Normalteiler von G.
Dann gilt UV =

⋃
u∈U uV =

⋃
u∈U V u = V U . Hieraus folgt UV ·UV = UV UV =

UUV V = UV sowie (UV )−1 = (V U)−1 = U−1V −1 = UV da U und V jeweils
Untergruppen sind. Also ist UV ebenfalls eine Untergruppe von G. Ist jetzt noch
U ein Normalteiler, so gilt für alle x ∈ X sogar xUV = UxV = UV x, d. h. UV
ist auch ein Normalteiler.

Lösung zu Aufgabe 2.46

Mit S3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)} hat man außer den trivialen Unter-
gruppen S3 und {(1)}, die Normalteiler sind, noch die folgenden Möglichkeiten,
Untergruppen mit einem von (1) verschiedenen Element zu erzeugen:

(1 2) erzeugt die Untergruppe U12 = {(1), (12)}. Die Linksnebenklassen sind U12,
(13)U12 = {(13), (132)} = (132)U12 und (23)U12 = {(23), (123)} = (123)U12,
die Rechtsnebenklassen U12, U12(13) = {(13), (123)} = U12(123) und U12(23) =
{(23), (132)} = U12(132). Also handelt es sich um keinen Normalteiler, diese
nichtkommutative Gruppe ist also keine Hamiltongruppe.

(1 3) erzeugt die Untergruppe U13 = {(1), (13)}, die ebenfalls kein Normalteiler
ist.

(2 3) erzeugt die Untergruppe U23 = {(1), (23)}, die wiederum kein Normalteiler
ist.

(1 2 3) erzeugt die Untergruppe U123 = {(1), (123), (132)} der Ordnung 3, die
daher den Index 2 in S3 hat und somit ein Normalteiler ist. Dieselbe Untergruppe
wird natürlich von (1 3 2) erzeugt.

Erzeugt man eine Untergruppe U mit mindestens zwei Transpositionen oder mit
einer Transposition und einem Dreierzyklus, so erhält man in U sofort mindestens
4 Elemente, was nach dem Satz von Lagrange sofort U = S3 bedeutet. Daher gibt
es genau die angegebenen drei Normalteiler und die drei weiteren Untergruppen
der Ordnung 2.

Für die Normalteiler ist der Normalisator immer die ganze Gruppe S3. Für die
anderen drei Untergruppen U ist der Normalisator NS3 selbst eine echte Unter-
gruppe von S3, die U umfasst. Nach dem Satz von Lagrange muß ihre Ordnung
ein echter Teiler von 3! = 6 sein und ein Vielfaches von |U | = 2. Dies erzwingt
aber bereits die Ordnung 2. Daher sind die Untergruppen jeweils ihre eigenen
Normalisatoren.

Lösung zu Aufgabe 2.47
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Man kann die Quaternionengruppe als Untergruppe der Gruppe GL(2,C) aller in-
vertierbaren 2×2-Matrizen über dem Körper C der komplexen Zahlen realisieren,
indem man folgende Bezeichnungen benutzt:

E =
(

1 0
0 1

)
, I =

(
0 i
i 0

)
, J =

(
0 1
−1 0

)
, K =

(−i 0
0 i

)

und die Entgegengesetzten −E,−I,−J und −K. Schreibt man dann 1 für E
und i, j, k für I, J,K, so erhält man für die Quaternionengruppe die folgende
Cayley-Tafel.

· 1 -1 i −i j −j k −k
1 1 -1 i −i j −j k −k
-1 -1 1 −i i −j j −k k
i i −i −1 1 k −k −j j
−i −i i 1 −1 −k k j −j
j j −j −k k −1 1 i −i
−j −j j k −k 1 −1 −i i
k k −k j −j −i i −1 1
−k −k k −j j i −i 1 −1

Da die Quaternionengruppe die Ordnung 8 hat, sind nur die Untergruppen zu
betrachten, welche die Ordnungen 4 oder 2 haben. Jede Untergruppe der Ordnung
4 hat aber nach dem Satz von Lagrange den Index 2 und ist daher bereits ein
Normalteiler. Jede Untergruppe der Ordnung zwei enthält außer der 1 noch genau
ein weiteres Element. Daher kommt hierfür nur noch U = {1,−1} in Frage. Diese
beiden Elemente sind aber mit allen anderen Elementen vertauschbar, so daß
xU = Ux gilt. Daher ist auch U ein Normalteiler.

Lösung zu Aufgabe 2.48

Es ist g ∈ ZG(x) genau dann, wenn xg = gx gilt. Also liegt g genau dann im
Zentrum Z(G), wenn g in jedem ZG(x) liegt. Dies zeigt Z(G) =

⋂
x∈X ZG(x). Aus

xg = gx und xh = hx folgen aber g−1x = xg−1 und ghx = gxh = xgh, also ist
ZG(x) stets Untergruppe. Wegen xe = exe−1 = x gilt |xG| = 1 genau dann, wenn
xG = {x} gilt, d. .h. xg = gxg−1 = x für alle g ∈ G. Dies bedeutet aber gerade
gx = xg für alle g ∈ G, also x ∈ Z(G) oder eben auch G = ZG(x).

Lösung zu Aufgabe 2.50

Wegen gu1g
−1gu2g

−1 = gu1u2g
−1 ist U g Unterhalbgruppe, wegen (gug−1)−1 =

gu−1g−1 ∈ U g sogar Untergruppe. Für g, h ∈ NG(U) gilt also gUg−1 = U =
hUh−1 und damit auch g−1Ug = U sowie (gh)U(gh)−1 = g(hUh−1)g−1 = U .
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Also ist NG(U) Untergruppe von (G, ·). Wegen gU = U = Ug für alle g ∈ U
gilt gUg−1 = Ug−1 = U für alle g ∈ U und daher U ⊆ NG(U). Nun folgt aus
Aufgabe 2.41, daß U Normalteiler von NG(U) ist und daß sogar NG(U) die größte
Untergruppe von G ist, in der U Normalteiler ist.

Lösung zu Aufgabe 2.53

Es ist gh = hg für alle Elemente g und h aus G zu zeigen. Da für gh = e bereits
h = g−1 und damit hg = e folgt, ist nur gh 6= e zu betrachten. Dann gilt aber
ghgh = e = ee = gghh und hieraus folgt durch Kürzen bereits die Behauptung.

Lösung zu Aufgabe 2.54

Sei G = (X, ·) abelsche Gruppe und U = {x ∈ X | ord(x) = |〈x〉| < ∞}. Wegen
ord(e) = 1 ist das Einselement e von G in U . Wegen ord(x) = 〈x〉 = 〈x−1〉 =
ord(x−1) liegt mit x auch das Inverse x−1 in U . Seien nun x, y ∈ U mit ord(x) = n
und ord(y) = m. Dann gilt wegen der Kommutativität (xy)nm = (xn)m(ym)n =
emen = e, also ord(xy) ≤ nm <∞. Damit ist U Untergruppe.

Das folgende geometrische Beispiel zeigt, daß diese Aussage für nicht-kommuta-
tive Gruppen nicht mehr richtig sein muß. Sei G die Menge aller Drehungen der
Ebene um einen festen Punkt O zusammen mit allen Spiegelungen an Geraden
durch O. Die Verknüpfung auf G ist natürlich die Verkettung dieser geometrischen
Abbildungen. Die Verkettung einer Drehung und einer Spiegelung ist dabei eine
Spiegelung an einer gedrehten Geraden, die Verkettung zweier Drehungen ist
eine Drehung und die Verkettung zweier Spiegelungen ist eine Drehung um den
doppelten Winkel zwischen den Spiegelungsachsen. Es handelt sich also um eine
Halbgruppe. Da jede dieser Abbildungen bijektiv ist, sogar um eine Gruppe. Jede
Spiegelung hat hierbei die Ordnung 2, eine Drehung um einen Winkel α hat genau
dann endliche Ordnung, wenn α rational ist. Schließen also zwei Spiegelachsen
einen nicht-rationalen Winkel ein, so hat die Drehung, die sich als Verkettung
dieser beiden Spiegelungen ergibt, keine endliche Ordnung mehr.

Lösung zu Aufgabe 3.20

Es sei H = (X, ·) eine beliebige Halbgruppe. Falls H ein Monoid mit dem Eins-
element 1 ist, sei X1 = X, sonst sei X1 = X ∪ {1} mit einem Element 1 6∈ X.
Für jedes a ∈ X sei ta : X1 → X1 definiert durch ta(1) = a und ta(x) = ax für
x ∈ X \{1}. Dann ist ta eine Transformation auf X1 und die Abbildung f : X →
TX1 gemäß f(a) = ta ist injektiv wegen ta = tb =⇒ ta(1) = tb(1) =⇒ a = b. Sie
ist aber auch ein Homomorphismus wegen f(ab) = tab = ta ◦ tb = f(a) ◦ f(b), da
tab(1) = ab = ta(b) = (ta ◦ tb)(1) und tab(x) = abx = ta(tb(x)) = (ta ◦ tb)(x) für
alle x ∈ X \ {1} gelten.

Lösung zu Aufgabe 3.21
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Wegen fa−1(fa(x)) = a−1axa−1a = x und damit auch fa(fa−1(x)) = x für alle
x ∈ X ist jede Abbildung fa bijektiv, wegen fa(xy) = axya−1 = axa−1aya−1

für alle x, y ∈ X ein Homomorphismus, also insgesamt ein Automorphismus von
(X, ·). Wegen (fa)

−1 = fa−1 und fa ◦ fb = fab ist Inn(G) eine Untergruppe von
SX . Die Abbildung f : X → Inn(G) gemäß f(a) = fa ist ein Homomorphismus
von G in Inn(G) ⊆ Aut(G). Dieser Homomorphismus muß kein Isomorphismus
sein, da beispielsweise für jede kommutative Gruppe G = (X, ·) wegen fa(x) = x
für alle x ∈ X jeder innere Automorphismus bereits die identische Abbildung ist.

Lösung zu Aufgabe 3.25

Sei G = {g1, . . . , gn} und e = gn Einselement von G. Wegen f(e) = e für alle
f ∈ Aut(G) ist ein solcher Automorphismus als bijektive Abbildung von G in G
schon eindeutig bestimmt als Permutation von {g1, . . . , gn−1}. Damit ist Aut(G)
aber isomorph zu einer geeigneten Untergruppe U von Sn−1. Dies bedeutet nach
dem Satz von Lagrange |Aut(G)| = |U | teilt |Sn−1| = (n− 1)!.
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