DIE LAPLACE-TRANSFORMATION IM KOMPLEXEN UND DIE
INVERSE LAPLACE-TRANSFORMATION
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1. FALTUNGEN UND DER FALTUNGSSATZ

Definition: Faltung zweier Funktionen f,g: R — €:

t
(f = g)(t /f gt —7)ydr, t>0
0

Bemerkung: Bei Bedarf setzt man f(t) = g(¢t) = 0 fiir t < 0.

Folgerung: Eigenschaften von Faltungen:
(i) Kommutativitat: fxg=g=x f
(ii) Homogenitéat: ¢(fxg) =cf*xg= f*cg
(iii) Assoziativitat: f* (gxh) = (f*g)*h
(iv) Distributivitat: f*(g+h) = (f*g)+ (fxh)
(g+h)«f= (g f)+ (s f)

Beweis: (i) Kommutativitét:
(F<9)® = [ F(rg(t = yir
0

Substitution: u =t — 71
t
[ = wgtwin = (g it
0

(ii) Homogenitét:
t

cq*m@:w/#vmufﬂm

0
1
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t t
:/ gt —71)d /f T)eg(t — 7)d
0 0

(cf*g)(t) (fxcg)(t)
(iii) Assoziativitét:

¢
x (g h))( /f (gxh)(t—1)d
0

- jf(T) (t/Tg(a:)h(t - x)dx) dr

0 0
mit u:=x+ 71

_O/ (/ F()g(u — T)h(t — u)du) dr

T

/(/f “‘Td7> h(t —u)du = ((f * g) * h)(t)

(iv) Linksdistributivitét:
¢
/ f(r)(g+h)(t—7)
0

t
/f gt —7)+ h(t —7))dr

0

t
/f gt —7)+ f(7)h(t — 7)dr
0

o\

t—TdT+/f h(t —7)d

= (f*xg)(t)+ (fx9)(t)

Rechtsdistributivitat folgt dann aus Kommutativitét.

Satz: (Faltungssatz)
Seien F(s) = Zf(s), G(s) = Zg(s) in Halbebene R(s) > p
Dann existiert .Z {f * g} (s) mit

)

mit 2 {f * g} (s) = F(s)G(s).



Beweis:
L *9) ()} (s) = / / £t~ )g(r)dr | et
0 0

0
Substitution: u=t—T1

_ 0/ 0/ Fag(r)e= ) du | dr
- 7 flu)e"du 7g(r)e‘”d7 = F(s)G(s)
0 0

2. DAS KOMPLEXE LAPLACE-INTEGRAL

Im Folgenden gelte stets s = x + iy,

d.h. z = Re(s), y = Im(s).

Damit ergibt sich aus der Eulerschen Identitét:
e® = "W = % = e (cosy + isiny)

Im
ei(p:cosq)—f— isin ¢

i

sin @
¢
-1 o|cos @ 1

Re

-i

In der Exponentialfunktion e~ (*+"%)t wird sich y also auf ihren Drehsinn auswirken,
der fiir y < 0 positiv ist, fiir y > 0 negativ. Anschaulich lasst sich noch fest-
stellen, dass y gewissermafien die ”Drehgeschwindkeit” um Null bestimmt. x bes-
timmt maflgeblich die Geschwindkeit, mit der die Funktion gegen Null geht, ndmlich
schneller fiir groflere x.
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Folgerung: Fiir alle Laplace-Transformierten reeller Funktionen f gilt kon-
jugierte Symmetrie im komplexen Bildbereich, d.h.
F(s5) = F(s)
— Re(F(s)) = Re(F(3)), Im(F(s)) = —Im(F(3))

Beweis:
/ e @EW £t = / e TR F (1) dt
0 0
= /e’””teﬁytf(t)dt = /e*mt(cos(yt) Fasin(yt)) f(t)dt
0 0
= /e_mtcos(yt)f(t)dtq:/e_mtisin(yt)f(t)dt
0 0

o

e “eos(yt) f(t)dt Fi / e tsin(yt) f(t)dt
0

[Su [S3

Re(F(s)) Im(F(s))

— Re(F(s)) hangt nur von Re(s) ab,
Im(F(s)) unterscheidet sich von I'm(F(8)) durch Vorzeichen.

Satz: Konvergiert .Z {f} (s) fiir so,
dann konvergiert sie fiir alle s mit z > Re(sg) = p.
— Konvergenzgebiete sind Halbebenen.

Im




Beweis: Folgt aus allgemeinerem Satz:

u

gilt /efsotf(t)dt <M < oo, (so=p+iyo)
0

fiir alle 0 < co, dann konvergiert . {f} (s) fiir alle s mit Re(s) =z > p.
Setzt man

u

glu) = /e_sotf(t)dt, S0 ist

0
e Stf()dt = (s —sg) | e Tt g(t)dt (%)
/ /

und das rechte Integral konvergiert absolut.
Zum Beweis:

R R
Partielle Integration : /e_Stf(t)dt: /e_(s_s")te_s‘)tf(t)dt
0 0

_ e—(S—SO)R S _ 30 e—(s so)t t

nach Voraussetzung des allgemeineren Satzes ist
Rlim e~ (5750)Rg(R) = 0, also gilt (). SchlieBlich:
—00

/ ~(s=so)ty / —e=tg = 2 (s p)
x—p
0 0

Wenn Z {f} (s) fir s = so konvergiert, sind Bedingungen des allgemeinen
Satzes erfiillt.
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Beispiel fiir Konvergenzverhalten fiir komplexe Parameter s:
Konvergenz der Laplace-Integrale vonc(#)

T
J RO L
0

—04 -

-0,5 |

|—x=i—zx=2—3x=3  x=0f]

Die gestrichene Linie zeichnet hier also den Graphen von .Z {o(t)} (s) =
fiir s mit Re(s) = 1.

w =



7

Im folgenden Diagramm sind die Laplace-Transformierten drei verschiedener

Funktionen mit Re(s) = 2 zu sehen.

0z —

S=2+yi, ye(-u+x)

o9

sin(4t)
2

4

S+ 4

e G ()0 |

5

2

-02 -

T
03

Fiir y = 0 schneiden alle Graphen die reelle Achse. Die konjugierte Sym-
metrie findet man darin wieder, dass die Graphen an der reellen Achse

gespiegelt sind.
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3. DIE INVERSE LAPLACE-TRANSFORMATION

Definition:
a+ioco
~ 1 Ft) firt>o0
1 _ StF _
LHEEN O = 5 [ F)ds {0 o

a—1io0

a>p

bezeichnet man als Laplace-Riicktransformation und das Integral als Bromwich-
Integral.

Bemerkung: sei s = y(u) = a + iu, u € (—00,+00) ein Weg mit Bogen T
Dann lésst sich die inverse Laplace-Transformation als komplexes Weginte-
gral 2. Art ansehen:

L () = —— /F ¢ F (s)ds

T 2w

A

Im

I

Da es sich um ein komplexes Wegintegral handelt, muss die Riicktransformation
mit Hilfe der Funktionentheorie durchgefiihrt werden, weswegen die konkrete
Berechnung und Herleitung hier keine Erwédhnung findet.



