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1 Einleitung

Die heutigen Kenntnisse {liber die Anatomie und Physiologie des Gehirns entwickelten sich iiber
viele Jahrtausende. Der élteste Beleg fiir Manipulationen am Schidel und Gehirn gehen auf die
Jungsteinzeit zuriick. Vor rund 7100 Jahren fiihrten Heiler erste Operationen am kndchernen
Schidel durch, ca. 2500 Jahre spiter, sogar am Zentralnervensystem. Die ersten Beschreibungen
des Aufbaus des Gehirns wurden 300 v. Chr. vorgenommen.'

In den frithen 50er Jahren des 20. Jahrhunderts, trugen Hodgkin und Huxley mit ihren Experi-
menten an Riesenaxonen von Tintenfischen zur Entwicklung der Neurophysiologie bei, indem
sie sich mit der Funktionsweise dieser millimeterdicken Neuriten beschéftigten und ein mathe-
matisches Modell fiir das Verhalten dieser anfertigten.”

Ihr Modell war der Grundstein fiir weitere Forschungen und ermoglicht unter anderem ein besse-
res Verstindnis fiir die Entstehung und den Verlauf neurologischer Erkrankungen, sowie die
Entwicklung von Therapiemdglichkeiten und den individuellen Einsatz dieser. Weitere Anwen-

dungsméglichkeiten finden sich im Bereich der Informatik und Bioinformatik’.

Mit dieser Ausarbeitung soll ein kleiner Einblick in Komplexitdt der Thematik gegeben werden.
Sie beschiftigt sich mit der Reizweiterleitung in einem biologischem System und entwickelt
mithilfe dessen ein mathematisches Modell, welches die Impulsweiterleitung beschreibt. Aufga-
be von mathematischen Modellen ist es, die Komplexitidt des Problems zu reduzieren, um den
Forschungsaufwand an neuronalen Netzwerken zu relativieren. Es existieren verschiedene sol-
cher Modelle, die hinsichtlich ihrer Detailliertheit und Aufwendigkeit variieren.

Der folgende Beitrag wird das elektrochemische und leitfahigkeits- basierende Modell von
Hodgkin und Huxley genauer erldutern. Dabei wird sowohl auf die positiven Effekte als auch auf
Defizite des hergeleiteten Modells eingegangen. Vorab soll in die Grundlagen der Neurowissen-
schaften eingefiihrt werden, beginnend mit dem Aufbau des menschlichen Gehirns und des Ner-
vensystems. Im weiteren folgt eine detaillierte Beschreibung der Physiologie eines Neurons. In
den darauf folgenden Abschnitten wird aufdas Modell von Hodgkin- Huxley, FitzHugh und Na-
gumo eingegangen und im weiteren Verlauf folgt eine kurze

Modellbeschreibung an myelinisierten Neuronen.

1

Korinthenberg, Gerd (2008)
2

Dossing, Daniela (2008)
3

Natschlaeger, Thomas (2000)
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2 Anatomie des menschlichen Gehirns

In diesem Abschnitt soll nur auf den ,,groben®, dulleren Bau des Gehirns eingegangen werden, da

die Komplexitit dieser Struktur den Rahmen des Aufsatzes sprengen wiirde.

Das Gehirn ist wohl das schutzbediirftigste Organ des Korpers. Aus diesem Grund existieren
externe Strukturen, welche das Enzephalon vor Gewalteinwirkungen schiitzen sollen. Die sog.
,verformbare Zone*“ (Kopfschwarte), eine ,,stabile Zone* (Schéidel) sowie eine ,,Verzdgerungs-
zone™ (Liquorraum), welche sich wie die Hirnhdute (Dura mater cranialis/ spinalis (dullere Hirn-
haut), Arachnoidea mater cranialis (Spinnenwebenhaut), Pia mater cranialis/ spinalis (weiche
Hirnhaut) auch um das Riickenmark legen. Das sich in den vier Hirnkammern und im Subarach-
noidalraum befindliche Hirnwasser (Liquor cerebrospinalis) ist eine klare Fliissigkeit, welche
Elektrolyte, Glucose, Eiweill und Zellen enthélt und Temperaturregulations-, Schutz- , Trans-

port- und Erndhrungsfunktion besitzt.*
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Abbildung I Schnitt durch das Gehirn im Bereich der Mittellinie mit Ausblick auf die rechte GroShirnhilfte, das rechte Kleinhirn und die Entsprechende Hirnstammbhalfte, die

nach unten in das Riickenmark iibergeht *

Das GroBhirn (Cerebrum) liegt dem Schiideldach an und gilt als groBter Hirnabschnitt. AuBer-
lich wird das GroBhirn durch einen Spalt in zwei symmetrische Hemisphidren zerlegt, welche nur
an bestimmten Stellen verbunden sind (Kommissuren-, Assoziations- und Projektionsbahnen).
Die wichtigste Kommissurenbahn ist der Balken. Eine weitere Unterteilung erfolgt nach Anord-

nung der Nervenzellkorper (graue Substanz) und- fortsétze (weiBle Substanz), wobei GroBhirn-

4
Lippert, Herbert (2003)
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rinde (Cortex cerebri) und tiefer gelegene subkortikale Kerne (Basalganglien) aus grauer und das
GroBhirnmark aus weiller Substanz bestehen. Auffillig sind die zahlreichen Furchen und Win-
dungen der Hirnrinde.

Diese dienen nicht nur der OberflichenvergroBerung, sondern auch der Begrenzung der ver-
schiedenen Hirnlappen, in denen wichtige motorische und sensorische Zentren liegen.

Dem GroBhirn von unten anliegend, befindet sich das Zwischenhirn (Dienzephalon). Seine Glie-
derung erfolgt in vier Abschnitte, Thalamus, Epithalamus mit Zirbeldriise, Subthalamus und Hy-
pothalamus.

Die wichtigsten Aufgaben sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst’.

Thalamus - zentrale Koordinations- und Schaltstelle fir Sensorik und
Motorik
- Aufrechterhaltung des Bewusstseins

- Sinneswahrnehmung

Hypothalamus - Kontrolle zahlreicher Korperfunktionen (Temperatur,
Wasserhaushalt, Kreislauf, gastrointestinale Funktion,
etc.)

- Hormonsynthese

- emotionales Zentrum

- Schaltstation zwischen Vorderhirn und Hirnstamm

Zirbeldriise - Koordination jahreszeitlicher Rhythmen
(Epiphyse) - Synthese von Melatonin
- prapubertire Hemmung der Keimdriisen

- Koordination des Tag- Nacht- Rhythmus

Epithalamus - verantwortlich fiir Speichelsekretion
- Pupillenreflex
Subthalamus - Mitwirken bei der Steuerung der Motorik

Die zweigegliedert Hirnanhangsdriise (Hypophyse) ist unterhalb des Hypothalamus gelegen
und ist verantwortlich fiir die Sezernierung von Hormonen (Neurohypophyse). Dadurch erfolgt

die Steuerung anderer Hormondriisen. Gleichzeitig synthetisiert sie jedoch Hormone in ihrem

5
Hippocampus Verlag 2009
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Vorderlappen (Adenohypophyse).

Sich dem Zwischenhirn anschlieBend, befindet sich der Hirnstamm (Truncus encephali) und das
Kleinhirn (Cerebellum). Die Gliederung des Hirnstamms erfolgt in Mittelhirn

(Mesenzephalon), Briicke (Pons) und in verlangertes Mark (Medulla oblangata), im weiteren
Verlauf ist der unscharfe Ubergang zum Riickenmark und Kleinhirn sichtbar. Das Mittelhirn
enthélt wichtige motorische Kerngebiete, Reflexzentren, Bahnen fiir die Will- und Unwillkiirmo-
torik sowie Ursprungszellen einiger Hirnnerven. Die Briicke verbindet das GroBhirn mit dem
Kleinhirn, enthdlt Ursprungsgebiete mehrerer Hirnnerven und Regulationszentren fiir die At-
mung. Den unteren Anteil des Hirnstamms und damit der Ubergang zum Riickenmark, stellt das
verlangerten Mark dar. Seine Kerngebiete enthalten Steuerungszentren lebenswichtiger Regel-
kreise, wie beispielsweise das Herz- Kreislaufzentrum. Das Kleinhirn, welches sich unterhalb
des GroBhirns befindet und ebenso von Furchen und Windungen geprégt ist, wie dieses, enthélt
in seiner dicken Rinde Nervenzellkdrper, wobei der ,,innere* Teil aus Nervenfasen besteht. Uber
verschiedene Fasern ist das Kleinhirn mit dem Riickenmark, GroBhirn und dem Gleichgewichts-
organ verbunden.

Dadurch wird dem Kleinhirn die Arbeit als koordinierendes motorisches Zentrum ermdglicht.”

3 Anatomie des Nervensystems

In diesem Kapitel soll in die Anatomie des Nervensystems eingefiihrt werden, um einen Uber-
blick iiber die verschiedenen Strukturen zu geben und die Grundlage fiir nachfolgende, sich dar-
auf beziehende Sachverhalte zu schaffen. Dabei wird ein gewisses biologisches Grundwissen
vorausgesetzt, da das Nervensystem, dhnlich wie das Gehirn eine sehr komplexe Struktur auf-

weist.

3.1 Allgemeine Gliederung

Das Nervensystem (lat. Systema nervosum) bezeichnet die Gesamtheit aller Nerven- und Glia-

zellen (Nervengewebe) und reflektiert eine der Grundeigenschaften des Lebens, die Reizbarkeit.

6
Lippert, Herbert (2003)
Lippert, Herbert (2003)
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Zu dessen Hauptaufgaben zéhlen der Erwerb, Weiterleitung, Verarbeitung, Speicherung und

Abgabe von Informationen. ®

Gehirn

peripheres
MNervensystem || Ridckenmark
e

Py
¥ S

Abbildung  II: Grobgliederung des Nervensystems *

Die Gliederung erfolgt nach funktionellen oder morphologischen Kriterien.

Der erste Aspekt ldsst sich weiter unterteilen in das animalische Nervensystem, welches die Ei-
genschaft besitzt, sich mit der Umwelt von Individuen (AuBenaspekt) auseinanderzusetzen und
in das autonome (vegetative) Nervensystem, welches sich mit der Koordination der einzelnen
Organe (Innenaspekt) befasst.

Die morphologische Gliederung erfolgt in das zentrale und periphere Nervensystem. Im weiteren
Verlauf, werden die Abkiirzungen ZNS fiir Zentralnervensystem und PNS fiir peripheres Ner-
vensystem verwendet.

Das ZNS umfasst das Gehirn und Riickenmark, das PNS stellt die Verbindung zwischen ZNS
und Organen her.

Man unterscheidet weiterhin sensorische und motorische Nerven. Diese teilen sich auf in auf-
steigende (afferente) Neuronen, die die Erregung aus der Peripherie zum ZNS leiten, wobei der
Rezeptor dem Empfangsorgan

entspricht. Bei absteigenden (efferenten) Neuronen wird die Erregung vom ZNS in die Periphe-

rie, zum sog. Effektor, transportiert.'

8
Huter-Becker, A./ Schewe, H./ Heipertz, W. (1999)
9
Der Mensch- Anatomie- Atlas 2009
10
Lippert, Herbert (2003)
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Die Zellkorper aller sensorischen peripherer Nerven findet man beispielsweise in den Spinal-
ganglien, in den Zwischenwirbellochern der Wirbelsdule oder in den Ganglien der Hirnnerven,
in der Néhe ihrer Austrittsstelle aus dem Schédel.

Die Perikaryen aller motorischen Neurone eines peripheren Nervs befinden sich im motorischen
Vorderhorn der grauen Substanz im Riickenmark oder in den motorischen Kernen im Hirn-

stamm.

Zentralkanal weille Substanz
; Hinterhorm

/ hintere Wurzel
_~ Seitenhorn

—" Wurzel
T~ ___ Spinal-

vome

Abbildung  III: Riickenmark, austretende Nerven "

Die wichtigste motorische Bahn, ist die fiir die Willkiirbewegung verantwortliche, Pyramiden-
bahn und ihr Antagonist, die extrapyramidalen Bahnen.'?

Nervenfasern haben eine unterschiedliche Liange, abhingig von ihrer Funktion. Dienen sie nur
als Interneuron sind sie von sehr geringer Lénge, befindet sich der Nervenkorper eines motori-
schen Neurons im Spinalganglion des Riickenmarks und die Umschaltstellen an einer motori-
schen Endplatte, kdnnen sie sehr lang sein (Bsp. Nerven, die Muskulatur der Fullsohle innervie-

ren sind ca. einen Meter lang)."

3.2 Aufbau einer Nervenfaser (Neurofibria)

Eine Nervenzelle ist eine auf Erregungsleitung spezialisierte Zelle. Diese ldsst sich allgemein in

eine Eingangs- und eine Ausgangsseite gliedern. Die zur Eingangsseite gehdrenden Dendriten

11
Beck 2009
12
Lippert, Herbert (2003)
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nehmen ankommende Reize auf, leiten diese iiber die Membran des Perikaryons (griech. peri
,»um®, Karyos ,,Kern*) bis zum Axonhiigel weiter. Dort beginnt das Axon, welches einen iiber-

schwelligen Reiz entlang des Axolemms in Richtung der Synapsen (Ausgangsseite) transpor-

tiert'.
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Abbildung  IV: Bau eines Neurons '*

Der Nervenzellkorper (Perikaryon oder auch Soma) enthélt den Zellkern und andere

Organellen, sowie Cytoplasma und produziert alle wichtigen Stoffe, welche fiir die Funktion der
Zelle notwendig sind.

Die aus dem Soma entspringenden Fortsdtze, die sog. Dendriten dienen der Aufnahme
synaptisch iibertragener Informationen und liefern den Ansatz fiir zahlreiche Prasynapsen.
Ebenfalls am Soma entspringt der Axonhugel, die Ursprungsstelle des Axons, an dem bei
tiberschwelliger Erregung ein Aktionspotential generiert wird. Der am Ursprungskegel
beginnende Zellfortsatz, das sog. Axon, beinhaltet Axoplasma und wird durch das Axolemm

(Fortsetzung der Zellmembran) begrenzt. Die bei einem Aktionspotential entstehende

13

Huter-Becker, A./ Schewe, H./ Heipertz, W. (1999)
14

Lippert, Herbert (2003)
15

Wikipedia 2007
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Depolarisationswelle pflanzt sich an der Membran in Richtung Synapse fort. '°

Das Axoplasma selber befindet sich stets in Bewegung, wobei ein anterograder und retrograder
Transport von Stoffwechselprodukten, chemischen Botenstoffen, auch Viren und Toxine vom
Soma zur Synapse und umgekehrt, besteht. Dabei wird zwischen dem schnellen Vesikeltransport
und dem langsameren ,,Zuriickschwemmen* von Stoffenunterschieden. Die axonalen Fortsétze
einer Nervenzelle sind von Gliazellen umgeben. Das weniger spezialisierte Plasmalemm dieser
Zellen umbhiillt bei marklosen Neuronen ein oder mehrere Axons, bei markhaltigen Fasern
umwickelt die hochspezialisierte, lipidhaltige Membran der Gliazelle mehrfach das Axon. Es
entsteht die sog. Mark- oder Myelinscheide. Diese wird nicht kontinuierlich am ganzen Axon
fortgesetzt, sondern ist in regelmiBigen Abstdnden unterbrochen. Diese Einschniirungen werden
als Rangvier Schniirringe bezeichnet und stellen den Kontakt zwischen Axolemm und dem
Extrazelluldrraum her, wihrend die Markscheide die Aufgabe eines Isolators iibernimmt'’.
Jedes Neuron stellt eine scharf begrenzte Einheit dar. Damit ein Aktionspotential sich auf eine
andere Zelle fortpflanzt, muss der Reiz an Kontaktstellen, den Synapsen (oder Endknopfen)

, 18
iibertragen werden .

Calciumkandle ——— p—
t ———— Acelyichobn-Synthase
; _,--'—.;.. g L Ch ___ -
synaptisches Blaschen, ——————— _;_Af_ach._ _ gCh. \ _ prasynaptische Membran
znthalt ca 5000 | _ ® | 5, : .
Septylcholin-Mabek (ile e, L] 3. . Py Ch postsynaplische Membran

Acetylcholin-Rezeptor | lonenkanal ’ Na" Chaolinesterase
geschlossen  olfen

Abbildung  V: Bau und Funktion einer Synapse '

16
Menche, N. ( Hrsg.)/ Schaffler, A. (2000)

17
Menche, N. ( Hrsg.)/ Schaffler, A. (2000)
17 Menche, N. ( Hrsg.)/ Schaffler, A. (2000)

19
Bayhuber, H. [Hrsg. ]/ Kull, U. / BaRler, U. / Hopmann, H. / Rudiger, W. 1998
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Ein Endknopf besteht aus einem pri- und postsynaptischen Teil und stellt eine

markscheidenfreie Anschwellung am Ende des Axons dar. Die prasynaptische Membran gehort

der weitergebenden Zelle an, die postsynaptische Membran der Empfangerzelle. Zwischen

beiden Membranen besteht ein synaptischer Spalt, der je nach Art der Synapse

(erregend oder hemmend) und Membranbeschaffenheit von unterschiedlicher Grofe ist.

Die Art der Synapse ist abhingig von der Zielzelle (siche nachstehende Tabelle)*’.

Interneuronale Synapse - axodendritische - von Axon zu Dendrit
Synapse
- axosomatische - von Axon zu Soma
Synapse

- axoaxonale Synapse

- von Axon zu Axon

- somatodendritische - von Soma zu Dendrit
Synapse
- somatosomatische - von Soma zu Soma
Synapse
- dendrodendritische - von Dendrit zu
Synapse Dendrit
Neuromuskuldre - motorische Endplatte - zwischen Nerv und
Synapse Skelettmuskel
Neuroepitheliale - zwischen Nerv und
Synapse Hormondriise

Neurotransmitter (Ubertriigerstoffe) werden in Vesikeln durch das Axon bis zum Endknopf
transportiert. Dort diffundieren diese aus der Prasynapse in den synaptischen Spalt und heften

sich an die Rezeptoren der postsynaptischen Membran. Dieses Zielmolekiil weist eine bestimmte

20
Suter, Dieter (ohne Jahr)
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chemische Struktur auf und ist fiir bestimmte Stoffe reaktionsfreudig oder nicht. Neurotransmit-
ter binden sich nach dem Schliissel- Schloss- Prinzip an einen Rezeptor. Passt die Codierung
nicht oder ist der entsprechende Rezeptor blockiert oder belegt, kann der Botenstoff nicht anbin-

den und somit keine Informationen auf die benachbarte Zelle 1"1ber‘[ragen.21

4 Physiologie eines Neurons

4.1 Prinzip des Erregungsverlaufs

Wie in 3.1 erwéhnt, reflektieren Nervenzellen eine der Grundeigenschaften des Lebens, die
Reizbarkeit. Uber die Dendriten nimmt das Neuron elektrische Signale auf und leitet

diese zum Perikaryon weiter. In Abhingigkeit von der Reizintensitdt wird am Axonhiigel ein
Aktionspotential generiert, welches iiber das Axon zu den Synapsen transportiert, dort in
chemische Signale libersetzt und somit auf ein anderes Neuron iibertragen wird. Man
unterscheidet zwei Arten der Erregungsleitung, abhingig von der Existenz der

Myelinscheiden am Axon. Sind diese Isolatoren vorhanden, spricht man von einer
diskontinuierlichen (oder saltatorischen), ansonsten von kontinuierlicher Impulsleitung. **

An markhaltigen Neuronen stellen die Rangvier Schniirringe den Kontakt zur
Interzellularsubstanz her, an myelinisierten Abschnitten entfdllt dies aufgrund der elektrischen
Isolation. Da das in Kontakttreten mit der elektrolythaltigen Umgebung viel Zeit braucht und nur
an den dafiir vorgesehenen Einschniirungen geschieht, springt das elektrische Signal von einer
Kontaktstelle zur néchsten (saltatorisch). Diese Art der Erregungsleitung bendtigt um ein Vielfa-
ches weniger Zeit, als die Leitung an marklosen Nervenfasern, da ohne die Myelin- scheiden

jeder Abschnitt der Membran eine Kontaktstelle darstellt.”

21

Suter, Dieter (ohne Jahr)
22

Suter, Dieter (ohne Jahr)

23 .
Suter, Dieter (ohne Jahr)
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Enggung
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Abbildung VI: kontinuierlicher und diskontinuierlicher Erregungsverlauf 2

4.2 lonenkanéle und lonenpumpen

Die Ionenkonzentration innerhalb und auerhalb der Zelle ist unterschiedlich. Wahrend positiv
geladene Kaliumionen im Zellinneren eine sehr hohe, jedoch im Auflenmedium einer relativ
geringe Konzentration aufweisen, kommen positive Natriumionen im Extrazellularraum in
hoherer Konzentration vor. Grund fiir die unterschiedliche Verteilung sind aktive
Transportmechanismen, die sog. Natrium- Kalium- Pumpe. Dabei handelt es sich um einen in
der Membran liegenden Proteinkomplex, der unter ATP- Spaltung Kaliumionen nach innen und
Natriumionen nach auflen transportiert. Ohne diese Pumpe wiirde die unterschiedliche
Ionenverteilung allméhlich verschwinden, da diese Ionen in geringem Malle die Membran
passieren konnen.”

Weitere wichtige Proteinkomplexe stellen die spannungsabhéngigen lonenkanéle dar, wobei
diese nur flir bestimmte Ionen- Arten durchléssig sind. Die Selektivitit der Kanile beruht auf
deren Durchmesser und den Ladungsverhéltnissen innerhalb der Kanile. Diese Strukturen
verleihen der Membran eine selektive Permeabilitit. Die Aktivitit spannungsgesteuerter
Ionenkanéle ist abhingig vom verherrschenden Membranpotential, wihrend chemisch gesteuerte

Kanile aktiviert werden, sobald sich ein bestimmtes Molekiil an diese bindet (Rezeptoren der

24
(Probst, W. / Schuchardt, P.[Hrsg. ] [u. a. ] 2004)

25
Bayhuber, H. [Hrsg.]/ Kull, U. [u. a.] (1998)



Nicole Susky - Mathematische Modellierung der Impulsweiterleitung 12
an markhaltigen und marklosen Neuronen

Prasynapse) und mechanisch gesteuerte Proteinkomplexe, welche durch mechanische Spannung
an der Zelloberfliche aktiviert werden.

Die nachfolgende Abbildung zeigt eine Biomembran mit eingelagerten Proteinstrukturen.

@ 0 @_o @ mittransportiertes O s
o © €] & 9 Molekal 0, - -
@ Carier @ g @ Kanal 1) ((}\e‘ @9 ® Kana- g ® #* Protonen-
auRen l o protein protein protein pumpe
l Qf"ﬁ ",FZJ : l : Al
Lipid- ] | [} /| | ¥
Doppel- L] |
schicht L | W | |
innen p
,+ =
° cpom %% T a o0
1 einfache 2 erleichterte Diffusion 3 primar 4 sekundar 5 an Protonenpumpe %
. Diffusion  durch Trager  durch Kanal |, gekoppelter
v v
passiver Transport aktiver Transport

Abbildung VII: passive uns aktive Transportmechanismen >’

4.3 Ruhemembranpotential

Ursprung elektrischer Signale sind Potenzialdifferenzen zwischen dem Inneren und dem
AuBeren von Zellen. Die Trennschicht zwischen beiden Bereichen bildet eine Biomembran.
Diese spielt eine wichtige Rolle beim aktiven Transport von Molekiilen und bestehen aus einer
Lipiddoppelschicht und darin eingelagerten Proteinen. Die zwischen den Eiwei3strukturen
liegenden Kanéle, welche durch Potenzialdifferenzengesteuert werden, sind verantwortlich fiir
das Ein- und Ausstromen verschiedener Ionen. Daneben gibt es Strukturen (Ionenpumpen), die
unter Energieverbrauch aufgrund eines bestehenden Konzentrationsgradienten Molekiile
transportieren. Die Bestrebung der Zelle Konzentrationsunterschiede auszugleichen, fiihrt

zum Entstehen einer negativen Ladung im Zellinneren durchkontinuierlichen Ausstrom positiver
geladener Teilchen (Kalium- Ionen), wobei negative lonen (Anionen) im Inneren verbleiben. Der

entstandene Ruhezustand besitzt an der Membraninnenseite eine Spannung von ca. — 70 mV. **

26
Bayhuber, H. [Hrsg.]/ Kull, U. [u. a.] (1998)
27
Probst, W. / Schuchardt, P.[Hrsg. ] [u. a. ] (2004)

28
Suter, Dieter (ohne Jahr)
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4.4  Impulsweiterleitung

Ausgangspunkt flir die Erregungsweiterleitung ist das Ruhemembran-

potenzial.

Abbildung  VIIL: Phasen der Reizleitung (Beta Paukr 2009)

Ein am Axonhiigel ankommender liberschwelliger Reiz fiihrt aufgrund des bestehenden
Konzentrationsgradienten zu einer explosionsartigen Zunahme der Leitfdhigkeit fiir positive
Natrium- Ionen in das Zellinnere. Der stindig gleich bleibende Einstrom positiv geladener
Kalium- Ionen begiinstigt die Ladungsumkehr an der Membraninnenseite. Bei diesem
Depolarisationsvorgang entsteht ein Aktionspotential mit einer Spannung von +30 mV im
Inneren. Am Hohepunkt einer Depolarisation nimmt die Leitfahigkeit fiir Natrium- Ionen schnell
wieder ab und versiegt gédnzlich. Dadurch und durch verstirkten Kaliumausstrom wird der
urspriingliche Ruhezustand der Zelle hergestellt. Diesen Vorgang bezeichnet man als
Repolarisation. Nach ca. einer Millisekunde tritt sogar eine Hyperpolarisation, d. h. eine
Uberschreitung des Ruhepotentials auf etwa -100 mV, aufgrund des Offnens der Kaliumkanile
ein. Unmittelbar nach einem Aktionspotential ist keine erneute Erregung der Nervenzelle
moglich. Diese Phase nennt man totale Refraktarphase, die einen Schutz vor Dauererregung
darstellt. Die sich anschlieBende relative Refraktarphase lésst eine Reizung zu, jedoch nur mit

reduzierter Amplitude und einem hoheren Schwellenwert.

Erreicht ein Aktionspotential den synaptischen Endknopf, 6ffnen sich die spannungsabhingigen
Calciumkanile, welche einen vermehrten Caliumeinstrom zur Folge haben. Diese Erhdhung
veranlasst die Ausschiittung von Neurotransmittern in den synaptischen Spalt. Die
Neurotransmitter binden sich nach dem Schliissel- Schloss- Prinzip an die Rezeptoren der

postsynaptischen Membran, wodurch wiederum die Natrium- Kalium- Pumpen dieser aktiviert
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werden. Durch ein in der Postsynapse eingelagertes Enzym, eine sog. Esterase, wird der
Botenstoff in seine Bestandteile zerlegt und in die Synapse wieder aufgenommen.*’

(siche Abbildung V Unterabschnitt 3. 2)

5 Das Hodgkin- Huxley Modell

5.1 Allgemeine Beschreibung und physikalischer Hintergrund des Modells

Alan Hodgkin und Andrew Huxley untersuchten 1952 die Entstehung von Potentialen an Ner-
venzellmembranen anhand des Riesenaxons eines Kalmars, welches bis zu 1000mal groBer ist,
als das von Saugetieren. Durch zahlreiche Experimente fanden sie heraus, dass Ionenstrome
durch das Membranpotential gesteuert werden und beschrieben mittels mathematischer Modelle
die Entstehung von Aktionspotentialen. Diese Endeckung bildete die Basis fiir die weitere For-
schungsarbeit auf diesem Gebiet, wofiir sie 1963 den Nobelpreis fiir Medizin verlichen beka-

men.30

Mittels der Voltage- Clamp- Technik war es ihnen moglich die elektrischen Eigenschaften der
Membran zu messen. In ihren Experimenten legten sie einen externen Strom an das Axon an,
welcher das ankommende Aktionspotential simulierte. | ¢x; bezeichne diesen induzierten Strom.
Die darauf folgende Erhohung des Membranpotentials E, pflanzte sich segmentweise an dem
Axon fort. Das Vermogen das Potential der Nervenzelle zu steuern, ermoglichte es, lonenfliisse,
entweder aus der Zelle heraus oder in die Zelle hinein, auszuldsen. Die kausalen Zusammenhén-
ge fiir diese Erscheinung , d.h. ob es sich um positiv geladene, zelleinwérts oder negativ gelade-

nen, zellauswirts gerichtete Ionenstrome handelte, wurde erst durch weitere Uberlegungen mog-

lich.*!

29
Suter, Dieter (ohne Jahr)
30
Dossing, Daniela (2008)
31
Jones, D. S. / Sleeman, B.D. (2003)
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Um das Aktionspotential darzustellen, betrachtet man den allgemeinen Schaltplan des Modells:

Ik INa g

Abbildung IX: Schaltplan des H.- H. Modells *

Im Wesentlichen existieren vier Strompfade. Zwei fiir die spannungsabhéngigen Natrium- Kali-
umkanéle und je einen Pfad fiir die Leckstrome(verursacht durch die spannungsunabhingigen
Strukturen, aus denen das Ruhepotential resultiert- lonenpumpen, Difussionsvorgidnge) und die

Membrankapazitét.

Hodgkin und Huxley betrachteten in ihrem Modell hauptséchlich diese vier Strome, dabei be-

zeichne

I na  Natriumionenstrom

Ik Kaliumionenstrom

L Leckstrome

gna spannungs- und zeitabhdngige Natriumleitfahigkeit, mit g ya = f(E,t)
gk  spannungs- und zeitabhingige Kaliumleitfahigkeit , mit g x = f(E,t)
gL  Leitfahigkeit der Leckstrome (spannungs- und zeitunabhingig)

E momentanes Membranpotential

E na  Natriumgleichgewichtspotential

Ek  Kaliumgleichgewichtspotential

EL  Gleichgewichtspotential der Leckstrome

32
Krappe, Sebastian (2006)
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(Ena ,Ex ,ErL durch Nernst- Gleichung gegeben (siche Anhang))

Die Abhédngigkeit des Natriumonenstromes von der Natriumleitfdhigkeit,
dem momentanen Membranpotential und dem

Natriumgleichgewichtspotential kommt in den folgenden Gleichungen zum Ausdruck:

I Na= O Na (E- E na)

Analog gilt fiir den Kaliumionenstrom
| K=0k (E- E K)
und fiir die Leckstrome

| L=0.L (E- E |_)
(5.1.1)

Aufgrund der gesteigerten Permeabilitidt der Membran fiir bestimmte Ionen kommt es zu Span-
nungsunterschieden zwischen Innen- und AuBlenseite des Axolemms.
Folglich ist der Stromfluss durch die Membran abhingig von den einzelnen Ionenstromen und

der zeitlichen Verdanderung des Potentials. Es ergibt sich die nachfolgende Gleichung

Iext:Em. %-‘-Ii
(5.1.2)

wobel
Cnm Konstante fiir die Membrankapazitit
li Gesamtmembranstrom mit
I. =I. +I. +1
a K L

1 M (5.1.3) .
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Durch Anwendung des Ohmschen Gesetzes erhdlt man:

_ dE

. Ext_EmE+INa+IH+IL

I N dE

ext =C, E+gma-(E—ENaJ+gH-EE—EHII+gL-EE—ELII
=>

(5.1.4)
cdE

GGt T e (E-E. ) -g,-(E-E)-g -(E-E)+1I_,

(5.1.5)

Um die Dynamiken der lonenkanéle besser beschreiben zu konnen, fiihrten Hodgkin und Huxley
die Gatevariablen m, n und h ein, die zusammen mit der Maximalleitfdhigkeit der Ionenkanéle

Gna , G k den momentan durch die Membran flieBenden Strom beschreiben.*

Das nachfolgende Modell verdeutlicht die eingefiihrten Variablen:

Ein Natriumkanal besitzt drei aktivierende Tore, sog. m-Tore und ein inaktivierendes h- Tor.
Grund hierfiir ist die schnelle Deaktivierung des Natriumausstroms nach der Depolarisierung.

Der Kanal kann drei Zustiande annehmen:

1. Ruhezustand: h- Tor gedffnet, m- Tore geschlossen
Reizung: alle Tore gedffnet

Phase der Inaktivierung: h- Tor geschlossen, m- Tore gedffnet

A

Refraktarphase: m- und h- Tore geschlossen
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Die nachstehende Abbildung beschreibt den Ruhezustand.

|
Zellmembran [ ]> m-Tore
[ ]

¥ e

Abbildung X: Ruhezustand eines Natriumkanals **

Die Gatevariable m beschreibt somit die Wahrscheinlichkeit, dass ein m- Tor gedffnet ist, d. h. m
beschreibt den Anstieg der Natriumleitfahigkeit und mit m’, dass alle Tore offen sind und somit

m°h , dass alle m- und das h- Tor gedffnet sind. *

3
=m~ -h-0G
Ea Na (5.1.6)

Das Modell des Kaliumkanals ist dhnlich aufgebaut:
Es besitzt vier aktivierende n- Tore zur Aktivierung des Kanals.

Die spannungs- und zeitabhdngige Gatevariable n gibt den Anteil der momentan gedftfneten Tore

36
an.

d
=n -0
B (5.1.7)

Der gesamte Ionenstrom setzt sich dann wie folgt zusammen:

(5.1.6), (5.1.7) in (5.1.3)

= - - L] — — 4. L] — — N —
L, 5o = -m -hiG. (E ENaII n' -G, (E EH:I 2L (E EL:I+I

ext

(5.1.8)

wobei der Leckstrom nur von der aktuellen Membranspannung abhéngig ist.

33 Jones, D. S. / Sleeman, B.D. (2003)
34 Krappe, Sebastian (2006)
35 (Krappe, Sebastian 2006)
36 (Krappe, Sebastian 2006)
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5.2 Modellierung durch Differentialgleichungen und méglicher Lésungsansatz

Da die Gatevariablen m, n und h dimensionslose Gro3en zwischen [0;1] und Funktionen des
Membranpotentials E und der Zeit t sind, lassen sie sich durch folgende Differentialgleichungen

darstellen’’:

>

cm
e =o (E)-{1-m)+ 3 (E)-m,

tin
ot = O (E1-{1-n)+ B (E)-n,

dh
= (E)-(1-h)+ B, (E)-h.

(5.2.1)

= =
Wobei die Koeffizienten ¥ und ¥ mit j=m, n, h Funktionen des Membranpotentials E sind

und die potentialabhingige Reaktionsgeschwindigkeit des Ubergangs vom geschlossenen in den

= [
offenen Zustand mit ¥, den umgekehrten Verlauf mit 7 und die Terme (1- m), (1- n) und
(1- h) jeweils den Anteil der geschlossenen Kanile angeben. Diese sind empirisch bestimmt und
an das Verhalten des Axons angepasst.

Die genaue Form dieser Koeffizienten sind komplexe Formeln unter Einbezichung von exp (E).

Die folgende Gleichung
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>

dE 3
Emﬁ__m -h G

d
W (E-E ) -nt G (E-E)-g - (E-E)+I_,

zusammen mit den Differentialgleichungen aus (5.2.1)
ergeben ein anspruchsvolles, vierdimensionales System, welches Hodgkin und Huxley, mittels

numerischer Methoden, zu 16sen vermochten.

Das Membranpotential verschiebt sich um die Position x entlang des Axons, welches einen be-
stimmten Radius a besitzt und das Axoplasma einen spezifischen Widerstand R aufweist.

Aus diesem Grund wurde das Modell um die Kabelgleichung erweitert, deren Herleitung auf das
Ohmschen Gesetz und den Kirchhoffschen Regeln

(sieche Anhang) basiert.

In dieser ist der Strom | gegeben durch

(5.2.2)

Somit ergibt sich die ,, Hodgkin- und Huxley- Gleichung*‘, welche die Ausbreitung cines elektri-

schen Potentials entlang der Axonmembran beschreibt.

>
-2
a O°E OE
R 2 =C, D"-t+gNa.I:E_ENa:I+gH.I:E_EH:I+EL-I:E_EL:I

(5.2.3)

37
Jones, D. S. / Sleeman, B.D. (2003)
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5.3 Verhalten der Trajektorien in Abhéngigkeit des externen Stroms

Bei einem konstanten, externen Strom | = 0 ist der Nullpunkt des Systems ein stabiler anregbarer
Fixpunkt, d.h. falls ein Punkt Xg existiert, der nur unterschwellig gestort wird, wird er sofort

wieder zum Nullpunkt zuriickkehren.

Wird jedoch dieser Schwellenwert iiberschritten, durchlduft X eine groBe Bahn mit starker Ab-
weichung vom Nullpunkt, bevor xg wieder zu

(0, 0)zuriickkehrt. **

Dies stellt das Schwellenverhalten des Neurons dar, bei dem die Reaktion dem Alles- oder-

Nichts- Prinzip folgt.

-

Bei I 0 1St Xg ein instabiler Punkt.*’
Bei einer minimalen Stérung, entfernt sich die Losung von (0, 0) und wird nicht wieder dort hin

zuriickkehren.

Die Diskussion der Phasendiagramme stabiler und instabiler Fixpunkte erfolgt in Kapitel 6.

5.4  Conclusion

Das H. — H. Modell ist eine sehr detaillierte Betrachtung, die den Spannungsverlauf einer axona-
len Ubertragung in einem kleinen Areal beschreibt, welche sich durch den elektro- chemischen
Ansatz nah am biologischen Vorbild bewegt.

Elektrische Eigenschaften des Axons (Form, Dauer, Amplitude etc.) werden mit groBer Genau-
igkeit vorausgesagt. Weitere Bereicherungen stellen die eingefiihrten Gatevariablen dar, die sich
im Nachhinein als echte Struktureigenschaften der spannungs- und stromabhédngigen Ionenkané-
le erwiesen, sowie, die durch die hohe Komplexitét erzielte, Genauigkeit in der Berechnung,

welche bei Vereinfachung verloren geht.

38

Jones, D. S. / Sleeman, B.D. (2003)
39

Jones, D. S. / Sleeman, B.D. (2003)
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Die Komplexitdt des Modells, die durch Einbindung der mannigfaltigen Eigenschaften der
Membran entsteht, stellt auch gleichzeitig eines der grofften Defizite dar. Jedoch werden nicht
alle anatomischen Aspekte eines Neurons bzw. des Nervensystems beriicksichtigt, so zum Bei-
spiel die Anzahl gedffneter Kanile bei der Impulsleitung entlang der Membran oder die Grof3e
des betrachteten Netzwerkes, was folglich zu einer weiteren Parametrisierung der Gleichungen

und damit zu einer Erh6hung der Komplexitit und des Rechenaufwands fiihren wiirde.

Um so erstaunlicher ist die Tatsachen, dass trotz dieser Vielseitigkeit des Systems und den da-
mals zur Verfiigung stehenden technischen Moglichkeiten, eine so hohe Exaktheit der Berech-
nungen mdoglich war, so dass die Resultate aus den Experimenten mit den aus der mathemati-
schen Modellbildung gewonnenen nahezu iibereinstimmten, woraus sich Riickschliisse auf die

Funktionsweise der biologischen Vorlage ziehen lieBen.

Der folgende Abschnitt zeigt ein Anwendungsbeispiel fiir das Hodgkin- Huxley- Modell aus der

Humanmedizin.

5.5 Das Hodgkin- Huxley- Modell am Beispiel der Multiplen Sklerose

Wie in Abschnitt 4.1 erwéhnt, ist ein Neurit entweder markhaltig oder marklos. Dementspre-
chend erfolgt die Erregungsweiterleitung saltatorisch oder kontinuierlich.

Das Modell von Hodgkin- Huxley beschreibt die Impulsweiterleitung an einem marklosen Axon.
Die Myelinisierung der Nervenfasern hat eine Verringerung des Membranpotentials zur Folge,
wobei eine schnellere Erregungsleitung erzielt wird.

Beim gesunden Menschen kommen ausschlieBlich markhaltige Nervenzellen vor. Auf diese
Neuronen ist das Hodgkin- Huxley Modell nicht ohne weiteres anwendbar. Eine Modifizierung
des Modells wire notwendig, da der Kontakt mit dem Extrazelluldrraum nur an den Schniirrin-
gen stattfindet und nicht, wie beschrieben, die gesamte Biomembran das elektrolythaltige Au-

Benmedium berihrt.

Es existieren jedoch neurologische Erkrankungen, bei denen durch progressive Demyelinisie-
rungsprozesse die Myelinschicht zerstort wird und die Impulsweiterleitung von einer saltatori-

schen in eine kontinuierliche libergeht.
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Da die markhaltigen Isolatoren zerstort werden, kann das Modell von Hodgkin und Huxley hier-
auf dquivalent iibertragen.

Die Multiple Sklerose oder auch Enzephalomyelitis dissiminata ist eine chronisch Erkrankung
des ZNS, bei der es zu fokalen Entziindungen mit anschlieBender Vernarbung des Gewebes
kommt. Da vernarbtes Gewebe meist aus funktionslosem Bindegewebe besteht, entstehen irre-
versible Lisionen in den betroffenen Bereichen. Das Zentralnervensystem besteht nicht nur aus
einem einzelnen Neuron, sondern aus einem System von Neuronen, welches ndmlich Gehirn und

Riickenmark umfasst. Dadurch erkldren sich die vielfiltigen Symptome bei dieser Erkrankung.40

Markschaide

Abbildung XI: Zellen des Inmunsystems greifen Myelinscheide an und zerstoren diese *'

Im Folgenden eine unvollstindige Auflistung von Symptomen:*
- Sehstorungen, Nystagmen
- Paristhesien (Missempfindungen), Taubheitsgefiihle, Schmerzen
in Handen, Fiissen, Unterschenkeln
- Trigeminusneuralgie
- Muskelkrampfe
- Paresen (Lahmungen) der Extremititen mit spastischer Tonuserhohung
- Dysphagie (Schluckstdrung)

- Ataxie (Storung der Bewegungskoordination)

40

Gruyter, Walter de (1998)
41

Ecke, Julius (2007)
42

Gruyter, Walter de (1998)
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- Kontrollverlust der Blasen- und Darmfunktion
- gesteigerte physische und psychische Ermiidbarkeit
- kognitive und psychische Storungen

- subkortikale Demenz (im Spétstadium)

- etc.
Ursachen:
- unbekannt
- Vermutungen: - genetische Pradisposition
- Umweltgifte
- Rauchen

- Vitamin- D- Stoffwechselhypothese
- ethnische Zugehorigkeit
- Viren und Bakterien (z. B. Epstein- Barr- Virus =>Pfeifferisches

Driisenfieber, Chlamydien, Streptococcen)

Epidemiologie:
- KH- Haufigkeit: - in Mitteleuropa am haufigsten

- Frauen doppelt so oft betroffen, wie Méanner

- Sterblichkeit: - 6- 10 Jahre unter der von Nichterkrankten

(wenn keine schwere Behinderung vorliegt)

Diagnose:
- Symptome, MRT, Labordiagnostik

Therapie:

- symptomatisch, medikamentos,

- Physiotherapie

Prognose:

- keine Heilung méglich, nur Krankheitsverzogerung™®

43
Gruyter, Walter de (1998)
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Anhand der MS wir deutlich zu welchen Auswirkungen eine Entmarkung fiihren kann. Hodgkin
und Huxley trugen mit ihren Experimenten am Axon eines Kalmars, welcher ebenfalls marklose

Neurone besitzt, enorm zum Verstdndnis solcher Erkrankungen bei.

6 Das Modell von FitzHugh und Nagumo

Das Modell von Hodgkin und Huxley ist ein sehr komplexes System gewdhnlicher Differential-
gleichungen. Deshalb gibt es viele Versuche, dass System so zu vereinfachen, dass es moglichst
seine wesentlichsten Eigenschaften beibehilt.

Bei mathematischen Modellen ist wiinschenswert, das qualitative Verhalten der Losungen zu
verstehen.

Das Ziel dieses Modells ist es, das vierdimensionale System von H. — H. auf zwei Dimensionen

zu reduzieren.

Die Vorarbeit fiir dieses Modell leistete R. FitzHugh im Jahr 1961 und die abschliefende Ent-
wicklung gelang J. Nagumo und ihren Mitarbeitern unabhingig von FitzHugh, 1964**. Das Mo-
dell sollte algebraisch moglichst einfach gestaltet sein ohne seine charakteristischen Eigenschat-
ten zu verlieren. Das neue Modell trennt wesentliche mathematische Eigenschaften von Erreg-
barkeit und Fortleitung von den elektrochemischen Eigenschaften der Natrium- Kaliumstrome.
Demzufolge kommen beispielsweise die maximalen Leitfdhigkeiten nicht mehr vor, so dass der
direkte Bezug zum Modell von H. — H. verloren geht und eine biologische Interpretation sehr

schwierig wird.

Der Ansatz erfolgte mithilfe der Existenz invariante Mengen unter Verwendung des Poincare-

Bendixson Theorems.*’

Das Modell von FitzHugh wurde von einem selbsterregenden Oszillator (Van der Pol Oszillator)
motiviert. Physikalische Systeme, die dem Van der Pol Oszillator entsprechen sind selbsterre-

gende nichtlineare Schwingkreise.

44

Jones, D. S. / Sleeman, B. D. (2003)
45

Dossing, Daniela (2008)
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6.1 Von der Hodgkin- Huxley- Gleichung zum FitzHugh- Nagumo- System

,»Hodgkin- Huxley- Gleichung*

=

d=E 3
A . = C DE+g .
2R z mogt Na

IZE—ENE‘II+gH-IiE—EHII+gL-IZE—EL3I

Einsetzen der Gatevariablen liefert

- — 3- N —_— 4- N —_— . _—
=C - ==+m’-hG, - (E-E. ) +n* G -(E-E)+g -(E-E)

Verlust charakteristischer Eigenschaften und sei u = E und u unabhéngig von x, jedoch abhéngig

vont

=
11
11

+ufl-ulfu-a)+uw

wobei U(1-u)(u-a)  kubischer Riickkopplungsterm, welcher den
momentanen Wechsel der Permeabilitit fiir
Natrium- Ionen in Abhéngigkeit von der Zeit t

darstellt und vergleichbar mit dem Term m3hGNa(E- Ena )

sei
a Konstante, mit a > 0
X bezeichnet momentanen Ort auf der Membran
W zeitabhédngige Regenerationsvariable, welche

die momentane Schwankung der Permeabilitit
fiir Kalium- Tonen darstellt und vergleichbar mit

dem Term n*Gg(E- Ex ) sei, fiir die gilt:
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A

wobei b, # positive Konstanten

Es existiert kein entsprechender Ausdruck fiir die iibrigen Stréme. *°

Das zweidimensionale ,, FitzHugh- Nagumo- System* wird beschrieben durch:

du
E-uil ul fu—-al) —w
S—Lg—hu—*ﬂw

(6.1.1)

6.2 Anwendung der Stabilitatsanalyse auf das FitzHugh- Nagumo- System

du
E-uil ul fu-a) —w
S—LE:hu—*gLu

Folgende Félle werden nun untersucht:
Fall 1: I(t)=0
Fall 2: 1(t)=0,06

Zu Fall 1:

Um das komplexe System von Hodgkin und Huxley zu vereinfachen, hilt man nun I konstant

und betrachtet die Isoklinen des FitzHugh- Nagumo- Systems (6.1.1) mit einer Konstanten c= 0.

46
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Das Resultat ist ein vereinfachtes System aus gewohnlichen Differentialgleichungen, unter Be-

trachtung von I(t)= 0.*

Man bezeichnet das System mit I= 0 als nicht erregbar, d.h. das Membranpotential {iberschreitet

nicht den Schwellenwert, somit wird kein Aktionspotential ausgeldst.

1. Berechnung der stationdren Punkte:

0 =ull-u)iu-al-w
—hu - % w

s zw=ull-u)fu-a)=u=D0
[:]:Lu:bu-:‘:u:[:l

s{u,w) = (0,00 stationarer Punkt

2. Linearisierung iiber (u, w) = (0,0):

3 g g

al 0=ufl-uwlu-a)-w=-u"+u"+ua-ua-w
?F = -3u® + 2u+ Zua - a und '::F (0,00 = -a

du du

OF - 1 unad 28 ¢0,0) = -1

g

%8 —pund Z& (0,0) = b

ciu cu

a a

B - yound £ 0,00 = -y
LAY il

47
Jones, D. S. / Sleeman, B.D. (2003)



Nicole Susky - Mathematische Modellierung der Impulsweiterleitung
an markhaltigen und marklosen Neuronen

b} Jacobimatrix bzgl. des stationaren Punktes aufstellen:

iu-—au—w
dt
%w:bu—*ﬁw

=l-a-All-vy - Al +h

A+ A+avy+h=0

wr
s
11

Ay "‘J—(a ¥ + hl |

wr
e
1

Ay = -la+ yl+ “J—(a ¥ +h)

e) Analyse der Eigernwerte:

+H

.31.1: Fe # O und Im < 0 = stahiler (anziehender) Punkt

++

_31.2: Re # O und Im < 0 = stahiler (anziehender) Punkt

f) Betrachtung des zeitlichen Verlaufs und der Phasendiagramme

- Dbei einer kurzzeitigen, iiberschwelligen Einwirkung auf das
Membranpotential verédndern sich die Potentiale, nach Erreichen

eines Maximalwerts, danach Abklingen auf Null, d. h. es stellt sich
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die Ruhelage wieder ein (Abb. XIT)*®

Abbildung XII: zeitlicher Verlauf von Membranpotential v (-)und Ionenpotentiel w (--)

ohne konstanten duBeren Einfluss*

Betrachtung der (v, w)- Phasenebene (Abb. XIII):

- die Losung beschreibt eine Bahn, beginnend im Ursprung und bewegt sich entlang
des Feldes nach rechts

- dort erfolgt eine weitere Ablenkung nach oben, wobei sich die Losung auf einem Ast
der kubischen Funktion bewegt

- an deren Scheitel wird sie wiederum nach links abgelenkt und folgt dem Feld bis die
v- Kline erreicht wird

- von dort wird die Losung nach unten abgelenkt wird

- trifft die Losung auf den Punkt (0, 0) stellt sich ein Gleichgewicht ein, bei welchem

die Losung verbleibt™

v
1

Abbildung XIII: Membranpotential v und Ionenpotential w in der Phasenebene ohne konstante duBere Einwirkung®!

a8 Schuster, Reinhard (2009)
9 Schuster, Reinhard (2009)
50 Schuster, Reinhard (2009)
51 Schuster, Reinhard (2009)
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Die mathematischen Software Mathematica erlaubt eine dreidimensionale Darstellung

des Phasenraums

Abbildung XIV: Darstellung der Systemdynamik™

g) Theorem won Poincaré - Bendixson nicht anwendbar, da anziehender

Fixpunkt

Zu Fall 2: I(t) = 0,06:

=> System erregbar

Der Ruhezustand des Systems liegt nicht langer im Punkt (0, 0)
Im Modell von Hodgkin und Huxley wurde die Entstehung von Aktionspotentialen bei konstan-
tem Strom [=0 beobachtet.

Wie verhilt sich das gleiche Phanomen im Modell von FitzHugh und Nagumo?

Das System beschreibt in seinem Verlauf periodische Bahnen bzw. beschriankte Kreise.

52
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Zur Veranschaulichung betrachtet man das folgende System:

du _ _ _
pry ull-uliu-a) —-w+1I
S—Lg—bu—“ﬂ L

1. Berechnung der stationdren Punkte:
(u, w)=(0.0298531, 0,0597061)

2. Linearisierung tiber den Ruhezustand (u, w)=(0.0298531, 0,0597061)
und Analyse der Eigenwerte (a- d):

(u, w) =(0.0298531, 0,0597061) ist ein instabiler (abstofender)
Fixpunkt

e) Betrachtung der Phasendiagramme:

- bei konstanter positiver dullerer Einwirkung ( [>0) auf den
instabilen Fixpunkt tritt ein &hnliches Phdnomen auf, wie bei [=0
(Abb. XII- XIV), wobei die Losung nicht zu dem Gleichgewichtswert zuriickkehrt,
sondern einen zyklischen Verlauf beschreibt™

(Abb. XV)

53
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Abbildung XV: zeitlicher Verlauf von v und w mit konstanter dulerer Einwirkung

1To
Betrachtung der (v, w)- Phasenebene (Abb. XVI+ XVII)*:

- die Losung beschreibt eine Bahn, beginnend im stationidren Punkt
(u, w)=(0.0298531, 0,0597061) dem Ruhewert bzw. Schnittpunkt

der v- und w- Klinen

- IV. Quadrant: Losung folgt zunichst dem Feld in fast horizontaler
Richtung, sobald die Trajektorie die kubische v- Kline erreicht,
wird diese an der Nulllinie aus ihrer urspriinglichen Bahn geworfen

und bewegt sich in vertikaler Richtung nach oben weiter

I. Quadrant: die Trajektorie folgt ndherungsweise der v- Nullkline
bis das lokale Maximum erreicht wird und siennach links, in Rich-
tung des Scheitels der v- Kline am linken Ast der kubischen Funk-
tion, abgelenkt wird

- II. Quadrant: der Scheitel des linken Astes befindet sich im II.
Quadrant, von wo aus die Trajektorie erneut die
Richtung dndert und dem absteigenden

Kurvenverlauf folgt
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- 1. Quadrant: die Trajektorie endet nicht im Ruhepunkt, sondern

mindet vielmehr in den Kurvenverlauf des

Grenzzyklus und durchliuft diesen erneut

v
Abbildung XVI: Grenzzyklus und Anndherung an diesen mit konstanter duBeren Einwirkung™®
u
Abbildung XVII: Nullklinen ohne duBere Anregung’’
g) Fiir planare Systeme existiert eine Klassifizierung, die das Verhalten

von Bahnkurven dynamischer Systeme beschreibt und welche auf Henri Poincaré und

Ivar Otto Brendixson zuriickgeht.
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Von ihnen wurde ein Modell fiir periodische Bewegungen entwickelt, welche struktursta-
bil sind, d. h. kleine Parameterdnderungen fiihren nicht zu qualitativen Verdnderungen

des Systemverhaltens und zerstdren nicht den periodischen Charakter der Bewegungen.

Theorem von Poincaré- Bendixson ¢

Sei F ein zweidimensionales dynamisches System,
C Trajektorie (Bahnkurve) von F, f(X, y), g(x, y) stetig differenzierbare Funktionen von x, y und
M eine abgeschlossene, beschrinkte, positiv invariante Teilmenge eines Phasenraumes, welche

einen instabilen (abstoenden) Fixpunkt enthélt.

Dann existiert eine periodische Losung in der Menge M, wobei die Trajektorie C innerhalb von

M verbleibt und entweder ein Grenzzyklus ist oder sich einem solchen annihert.

( Beweisidee: mittels Kompaktheit der Menge M und schwacher Topologie
=> Existenz eines Grenzwertes; Nachrechnen der
Eigenschaften der Trajektorie (Stetigkeit, etc.);
Anwendung des Jordanschen Kurvensatzes

=> Existenz einer periodischen Losung bzw. eines Grenzzyklus)

Die folgende Abbildung zeigt das Verhalten einer Losung mit periodischem Orbit.
Mittels solcher Diagramme lassen sich Grenzzyklen erahnen und mittels Poincaré- Bendixson

nachweisen.

X' eximaxiix=i=yed
c

Abbildung XVIII: Darstellung der Nulllinien, instabiler Fixpunkt, Grenzzyklus und Phasen mittels nATLAB

58
Robinson, J. C. (2004)
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7 Diskussion

Das hier vorgestellte Modell von Hodgkin und Huxley stellt das dynamische Verhalten von Neu-
ronen realitidtsnah dar und ist dem tatsdchlichen Verhalten biologischer Neurone sehr &hnlich.
Durch die hohe Komplexitit des Modells wird eine gro3e Genauigkeit in der Berechnung erzielt,
welche bei Vereinfachung verloren geht. Das komplexe Modell kann nur auf Systeme mit einer
geringen Anzahl von Nervenzellen bezogen werden, da in Abhéngigkeit von der GroB3e des neu-
ronalen Netzwerkes, die Berechnungen stetig aufwindiger werden. Aus diesem Grund wurde
hier nur die einfachste Art des Aktionspotentials betrachtet. In dem Modell wird kein Bezug zwi-
schen Stirke bzw. Schnelligkeit des eintreffenden Signals und Ausldsen eines iiberschwelligen
Reizes am Axonhiigel hergestellt. Wie wiirde sich das System aus Differentialgleichungen ver-
dndern, wenn man diese Faktoren beriicksichtigen wiirde? Welche Parameter wiirden entfallen
oder hinzukommen? Ist das Modell in seiner urspriinglichen Form darauf anwendbar?

Die Simplifizierungen von FitzHugh und Nagumo haben den entscheidenden Nachteil, dass
kaum noch Bezug zum biologischen System hergestellt werden kann und damit die Interpretati-
on relativ schwierig wird. Anzunehmen ist, dass das Vorhandensein einer stabilen Ruhelage
(siehe Fall 1: I=0) das Absenken der Reizbarkeit und die Instabilitdt des Gleichgewichtspunktes
(sieche Fall 2: [#0) die Erregbarkeit der Nervenzelle darstellt, was wiederum bedeutet, dass bei
einem konstanten Strom der Stirke Null kein Ubertragung von Impulsen stattfindet, wobei im
zweiten Fall ein Aktionspotential ausgelost wird und Informationen iibertragen werden.

Auch dieses Modell betrachtet nicht die oben erwidhnten Faktoren und gibt somit keine Antwort
auf die oben gestellten Fragen.

Weniger realitdtsnahe Modelle, wie das Integrate and Fire- oder das Spike Response- Modell,
sind fiir die Simulation komplexerer Strukturen geeigneter>’.

Forscher des Max- Planck- Instituts fiir Dynamik und Selbstorganisation und des Bernstein Cen-
ter for Computational Neuroscience in Gottingen und Neurophysiologen der Ruhr- Universitét
Bochum forschten ebenfalls, unter Annahme der Giiltigkeit des Hodgkin- Huxley Modells, an
der Impulsiibertragung mit dem Hintergrund die erhohte Leistungsfihigkeit des menschlichen
Gehirns und der vergleichsweise niedrigeren Leistung beim Tintenfischen zu erkldren. Dabei
kamen sie zu dem Ergebnis, dass pro Sekunde tausende Signale von der GroBhirnrinde empfan-

gen werden, doch nur relativ selten sich ein Neuron dazu entschlieft, Impulse auszusenden®.
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Dieses Verhalten musste gewissen Regeln unterliegen, welches sich aber nicht mit dem bisheri-
gen Modell erkliren lisst®' (siche A3).

Bisher wurde angenommen, dass ein Aktionspotential ausgelost wird, wenn sich die elektrische
Spannung der Membran bis zu einem gewissen Schwellenwert verindert, was ein Offnen der
Natriumkanéle nach sich zog und worauf eine Reaktion nach dem Alles- oder- Nichts- Prinzip
ausgelost wird*(siche A3).

Darauthin untersuchten die Wissenschaftler die Schnelligkeit und finden Hinweise auf einen
neuen Mechanismus, mit dem unsere Nervenzellen in der Lage sind, Signale zu filtern und selek-
tiv weiterzuleiten. Damit bewiesen sie die Ungiiltigkeit des Hodgkin- Huxley Modells®*(siche
A3).

Durch weitere Forschungen im Bereich der Informatik wurden Modelle entwickelt, die ihren
Einsatz als Mikroprozessorenersatz in Form von Silikonneuronen in Grofirechnern erméglichen,
sowie in den Fachgebieten der biologischen Hardware, als Retina-, Innenohr- und zur Ansteue-
rung von GliedmaBenprothesen®, sowie bei der Erforschung der kiinstlichen Intelligenz, in Form

. e 65
von kiinstlichen neuronalen Netzwerken™.
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A Anhang

A 1 Grundlagen der Elektrophysiologie

Definition Elektrophysiologie®:

Elektrophysiologie untersucht elektrische Phinomene in
biologischen Systemen. In der Biologie versteht man darunter

die Theorie elektrischer Messungen an Membranen.

Grundgesetz der Elektrophysiologie®’:

Aufgrund der in die Biomembran eingelagerten Transportmolokiile fiir
Ionen ist diese flir Ladungstrager durchléssig, d.h. sie leitet

den elektrischen Strom und hat somit einen Widerstand R bzw. einen
Leitwert G. Damit gilt auch fiir Biomembranen das Ohmsche

Gesetz (R=UI).

Der Leitwert ist der Kehrwert des Widerstandes( G=1/R). Er

wird in der Elektrophysiologie hdufig verwendet, da die verschiedenen
Leitfdhigkeiten in der Membran parallel geschaltet vorliegen, wodurch
sich die Gesamtleitfahigkeit einer Membran bei dieser Darstellung

durch Addition der Einzelleitfahigkeiten ergibt.

Nernst-Gleichung beschreibt die Konzentrationsabhiangigkeit des

Elektrodenpotentials eines Redox- Paares (Ox +z e — Red)

Kapazitive Eigenschaften von Membranen®®

Biomembranen bestehen aus einem Nichtleiter — der Lipiddoppelschicht, die zwischen
zwei elektrolytischen Leitern — dem Cytoplasma und dem Extrazelluldrraum — einge-

schlossen ist. Diese Anordnung wirkt elektrisch als ein Kondensator.
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Die Kapazitat eines Kondensators berechnet sich nach:

C=Er EDE

C wF

Daraus kann man die spez. Kapazitit [ﬁ tm ] einer Lipidmembran berechnen.

A
£, =8.Hex 102 20

Dielektrizitatskonstante von Vakuum ist Vm

Dielektrizitatskonstante der Lipiddoppelschicht ist € & 2

Die Ladungsverschiebung iiber einen Kondensator berechnet sich nach:

Q=CT

« spezifische Kapazitit 1m F/cm’
o Zelloberfliche ~ 3 % 10" cm®

e Zellkapazitit ~30 pF

e Membranpotential ~ -90 mV

(0 =30¢F 90mV
=2,7x10%C
=307 ol
d.h. um ein Membranpotential von -90 mV zu erzeugen, miissen ca. 3 %10 mol oder 150 Mil-

lionen Ladungstriger (z.B. K'-Ionen) iiber die Membran transportiert werden.®

Der dazu notwendige Verschiebestrom ist zeitabhéngig:

.
1= £

dt
d.h. die Spannung der Membran reagiert auf das Ein- und Ausschalten eines Stroms ebenfalls
mit einem exponentiellen Zeitverlauf, der sich asymptotisch der Maximalspannung anndhert. Die

Membran verzerrt also den Zeitverlauf eines angelegten (Stimulations-) Signals.
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Biologische Membranen verhalten sich daher wegen der relativ hohen Ionenpermeabilitit wie
eine Parallelschaltung von Widerstand und Kondensator. Aufgrund dieser Uberlegungen lésst
sich somit ein erstes vereinfachtes Ersatzschaltbild einer biologischen Membran aufzeichnen, das
aber bereits alle wesentlichen Elemente (Lipidmembran und Transportproteine) elektrisch repri-

sentiert’’.
Kabeleigenschaften der Membran

Zellen besitzen dariiber hinaus aber noch eine rdumliche Ausdehnung, haufig mit langen diinnen
Fortsdtzen. Verkniipft man diese Eigenschaften mit dem hohen Widerstand einer Elektrolytlo-
sung, so verhalten sich besonders die diinne Zellfortsdtze (z.B. Axone oder Dendriten) wie ein
Uberseekabel in der Telegraphie. D.h. die Stirke eines an einem Ende eingespeisten Signals
(Reizspannung) nimmt iiber die Lénge x des Fortsatzes (= Kabels) exponentiell mit einer Langs-

konstanten I ab’".
Messung von Leitfahigkeiten/Widerstdnden mittels Voltage-Clamp Technik
Prinzip:

e Die Spannungselektrode misst am invertierenden Eingang des Operationsverstirkers das
Membranpotential (Istwert)

e Der Verstirker vergleicht diesen Wert mit dem Klammerpotential (Sollwert) am nicht in-
vertierenden Eingang. Ist dieser unterschiedlich, wird am Ausgang so lange Strom flie-
Ben, bis Ist- und Sollwert tibereinstimmen.

e Das Membranpotential wird konstant gehalten (geklammert); dabei wird der bendtigte

Strom gemessen =>Strom - Spannungswandler.

Der Riickkoplungsverstérker reagiert sehr schnell, damit lassen sich sehr schnelle Leitfahigkeits-

. . . . . 2
anderungen wie z. B. wihrend des Nervenaktionspotentials messen’>.

A2 Biochemische Grundlagen
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Proteine sind aus Aminosduren aufgebaute Makromolekiile und gehoren zu den Grundbaustei-
nen aller Zellen”. Sie sind Bestandteile der Biomembran und bilden spezielle Transportstruktu-

. . . 174
ren, welche in Membranen eingelagert sind ™.

Elektrolyte sind geladene Teilchen, die fiir die Aufrechterhaltung der Zellfunktionen wichtig
sind. Die Konzentrationen im Extrazelluldrraum unterscheidet sich deutlich von der Konzentrati-

. . 75
on im Zellinneren'".

Kalium kommt in der Natur nur als Kation oder in Verbindungen vor, da es nur ein AuBlenelekt-
ron besitzt und dieses bereitwillig abgibt, um stabilere und energiedrmere Energieniveaus zu
erreichen’®. Es ist das Hauptkation des Zellinnenraumes und bestimmt mafBgeblich das Memb-
ranpotential .

Natrium ist ein, wegen seiner Reaktionsfreudigkeit, nicht elementar vorkommendes Element und
fiir die Osmoseregulation im Extrazelluldrraum bzw. in der Zelle, sowie fiir den Aufbau der Po-

tentialdifferenz an der Membran zustindig’®.

A 3  Mathematische Grundlagen

Es folgen einige Definitionen, die der Wiederholung und Erlduterung dienen, um ein besseres

Verstindnis fiir das Nachfolgende zu gewinnen.

Definition 1: Isokline, Nullkline:”

Sei

7 Latscha H.- P./Kazmaier U. [u. a.] (2002)
74 Meyer- Rogge S. / Meyer- Rogge K. (2005)
75 Kreutzig, Thomas (2002)
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7 Meyer- Rogge S. / Meyer- Rogge K. (2005)
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j—i:FI{u, W
j—i—giu, wJ

autonome (zeitunabhingige) Differentialgleichung erster Ordnung

mit fund g stetig differenzierbar.

Fiir jede Konstante ¢ heilen die Kurven
Flu, wh=c g 20U, Wl =¢C \ooinen

Isoklinen sind Hilfsmittel zur graphischen Integration, also zur zeichnerischen Bestim-
mung von Néherungslosungen einer Differentialgleichung, d. h. es sind Kurven gleicher

Steigung der Losung dieser Differentialgleichung.

Gilt f(u, w)= 0 und g(u, w)= 0 nennt man fund g Nullklinen.

Bemerkung: Der Schnittpunkt von Isoklinen ist ein stationdrer Punkt,

d. h. stationdre Losung eines Gleichungssystems.®
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Definition 2: Vektorfeld, kritischer Punkt (stabil, instabil)®'

Unter einem Feld versteht man im allgemeinen einen Raum, in dem
jedem Punkt eine physikalische GroBe zugeordnet wird.
Handelt es sich dabei um eine gerichtete Grofe ( Vektor), so spricht

man von einem Vektorfeld.

. . I' C RN
D. h. unter einem Vektorfeld v auf einer Menge R versteht

man eine Abbildung, die jedem Punkt # € T cinen Vektor v(x)

il = RN
zuordnet, .

Beispiele:

a) konstante Felder:

Abbildung XII: konstantes Feld*!

b) Zentralfelder:

Abbildung XIII: Zentralfeld*!

c) Rotationsfelder:

Abbildung XIV: Rotationsfeld *!
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Definition 3: kritischer Punkt®?

Ein kritischer Punkt (Fixpunkt/ Gleichgewichtspunkt/
Ruhelage) wird in der Theorie der dynamischen Systeme
ein Punkt im Phasenraum bezeichnet, der das System nicht

verldsst, sofern keine Storungen auf das System einwirken, d. h.

far # = F lx, yl gilt:

F(Hﬂ,gﬂ) =0

Je nachdem, ob Trajektorien, die nahe an einem solchen Punkt
liegen, angezogen oder abgestoflen werden, wird dieser als stabil

oder instabil bezeichnet.
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Definition 4: Jacobimatrix®*

Sei f(x) eine stetig differenzierbare Funktion.

Die Matrix der simtlichen ersten partiellen Ableitungen hat

folgende Gestalt:
of, of,
ax, 0%
J = .
ar, of,
0%y O%,

und wird Jacobimatrix genannt.

Fiir zwei stetig differenzierbare Funktionen f(x, y) und g(x, y) hat J die
folgende Gestalt:

)]
iy
o
mr

o

o o
oz e
o

oo s

(]
e
W]

Lt

Bemerkung: 1) Die Jacobimatrix eines Vektorfeldes an einem gegebenen
Punkt P ermoglicht Aussagen iiber lokale Eigenschaften

in einer Umgebung von P.

i1) Das Verhalten des Vektorfeldes ist insbesondere in der
Umgebung von kritischen Punkten interessant und lésst

sich durch Eigenwerte der Jacobimatrix beschreiben.
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Definition 5: Grenzzyklus®

Sei C eine isolierte, geschlossene Trajektorie, welche die Eigenschaft
besitzt, dass alle anderen Trajektorien in der Nachbarschaft Spiralen
sind, die sich in Richtung C winden, dann nennt man C einen
Grenzzyklus, welcher fiir t-> + oo einen stabilen und fiir t-> - oo

einen instabilen Grenzzyklus bilden.

Isoliert bedeutet, dass benachbarte Trajektorien nicht geschlossen
sind und sich entweder spiralformig auf den Grenzzyklus zu bewegen

oder sich entfernen.

s.table unstable half-stable
limit cycle limit cycle limit cycle

Abbildung XIVa: Arten von Grenzzyklen %
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Satz von Hartman- Grobman, Theorem von Poincaré- Bendixson

Um Aussagen iliber Phasendiagramme linearisierter Systeme treffen zu konnen, betrachtet man
die Eigenschaften der Umgebungen von Fixpunkten.

Dabei verwendet man den folgenden Satz.

Satz von Hartman- Grobman®’

no= Fx)

Sei ein nichtlineares System und f eine Funktion, die in

der Umgebung des stationdren Punktes x, stetig differenzierbar ist.

Weiterhin bezeichne ¥ ~ Iy ein lineares System, welches durch Linearisierung von

no= F(x)

entsteht, wobei J die Jacobimatrix sei.

Falls J keine Eigenwerte mit Realteil Null besitzt, so sind die Phasendiagramme von

2= Fix) J -y

inxound ¥ ~ in 0 qualitativ dquivalent.

Beweis des Satzes entfallt! Siehe Literatur!

Um Aussagen iiber periodisch wiederkehrenden Bahnen machen zu konnen, wére es sinnvoll,
Grenzmengen filir dynamische Systeme bestimmen zu kdénnen oder zumindest eine qualitative
Aussage iiber die Gestalt dieser Mengen zu treffen.

Da es fiir allgemeine Systeme oftmals sehr schwierig ist, solche Grenzmengen bzw. zutreffende

Aussagen zu finden, folgen hierzu keine weiteren Erlduterungen.

Fiir planare Systeme existiert jedoch eine Klassifizierung, die das Verhalten von Bahnkurven
dynamischer Systeme beschreibt und auf Henri Poincare und Ivar Otto Brendixson zuriickgeht.

Von ihnen wurde ein Modell fiir periodische Bewegungen entwickelt, welche strukturstabil sind,
d. h. kleine Parameterdnderungen fiihren nicht zu qualitativen Verdnderungen des Systemverhal-

tens und zerstoren nicht den periodischen Charakter der Bewegungen.
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Theorem von Poincaré- Bendixson®®

Sei  F ein zweidimensionales dynamisches System,
C Trajektorie (Bahnkurve) von F,
f(x,y), g(x, y) stetig differenzierbare Funktionen von x, y und
M eine abgeschlossene, beschriankte, positiv invariante Teilmenge

eines Phasenraumes, welche einen instabilen (abstoflenden) Fixpunkt

enthalt.

Dann existiert eine periodische Losung in M, wobei C innerhalb von M
verbleibt und entweder ein Grenzzyklus ist oder sich einem

solchen annihert.

Beweis entfillt! (siehe Literatur)

Techniken zur Stabilitéatsanalyse und qualitative Aussagen des Modells

Vorgehen bei Stabilititsanalyse von Fixpunkten linearer Systeme:

1. Bestimmung aller benétigten partiellen Ableitungen

2. Aufstellen der Jacobimatrix

(]
-+
(]
-

(]

o o
o o
T

o e

Cu
o
u

L

und der Jacobideterminante:
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Cn
-
)]
o E

)]

Co o

o o
]

L= R

Cn
o
)]
o)

Bemerkung: Voraussetzungen fiir Instabilitit eines stationdren Punktes
sind: 1) spur (J)>0
ii) det (J)>0

3. Berechnung der Eigenwerte:

n:.v“F_1 af

(e b d 5 3 g, 3
aente [ (S (8] (5 %)

g .:u“g_~1L (I oy oy o=

s iy :

4. Auswertung der Ergebnisse unter Beachtung der folgenden
Fille®:

=> Wegstromen vom Fixpunkt

e EW reell und positiv
=>instabiler(abstoender) Punkt

Abbildung XV: reelle und positive EW (links) und abstoBender Punkt (rechts) *

e EW reell und negativ => Hinstrdémen zum Fixpunkt
=> stabiler(anziehender) Punkt

89 "

TU Wien (1995)
90

TU Wien (1995)



Nicole Susky - Mathematische Modellierung der Impulsweiterleitung 55
an markhaltigen und marklosen Neuronen

Abbildung XVI: reelle und negative EW (links) und anziehender Punkt (rechts)’’

o EW reell positiv und negativ => Sattelpunkt

Abbildung XVII: reell positive und negative EW (oben und unten links) und Sattelpunkt (rcchts)‘)Z

e komplex- konjugierte EW mit Realteil # 0:

o Realteil positiv => Wegstromen+ Rotationsbewegung

=> instabiler(abstoBender) Punkt
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Abbildung XVIII: komplex- konjugierte EW mit Realteil #0 und Imaginirteil positiv (links) und abstoBender Strudel (rechts) **

o Realteil negativ => Hinstromen+ Rotationsbewegung

=> stabiler (anziehender) Punkt

94

Abbildung XIX: : komplex- konjugierte EW mit Realteil #0 und Imaginirteil negativ (links) und anziehender Strudel (rechts)

e komplex- konjugierte EW mit Realteil = 0:
=> konzentrisch- elliptische Trajektorien

Zusammenfassung der Fille:

1]' 1 S \
- 2
&)

Abbildung XX: 1- abstoBend; 2- anzichend; 3- Sattelpunkt; 4- konzentrisch- elliptische Trajektorien; 5- wegstromende Spirale;
6- hinstromende Spirale®
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Vorgehen bei Stabilitdtsanalyse von Fixpunkten nichtlinearer Systeme:

1. Bestimmung der stationdren Punkte, d. h. der Losungen des

Systems
2. Linearisierung iiber dem stationiren Punkt, d. h.

a) Bestimmung aller ersten partiellen Ableitungen des Systems

b) Aufstellen der Jacobimatrix beziiglich des stationédren

Punktes (Xo , yo):

!

af af
— EHO,QG) Ay IZHG,':JGEI
J =
dg dg
s (ry0 Y, 3y ERRTY

c¢) Aufstellen des neuen linearen Systems, welches aus den

Elementen der Jacobimatrix besteht.

d) Bestimmung der Eigenwerte durch Berechnung der

Jacobideterminante:
of \ af
Ow D"' — = =
J-A-I|= 4 :[?F—A][EE—AJ—[DF
dg og \ (h s 1Y] iy
s dy

e) Analyse der Eigenwerte: siche Vorgehen bei Stabilitdtsanalyse

von Fixpunkten linearer Systeme

f) Betrachtung der Phasendiagramme unter Verwendung des

Satzes von Hartman- Grobman

Ci

Ci
i,

b
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g) Anwendung des Theorems von Poincaré- Bendixson um

Aussagen liber Grenzmengen treffen zu konnen

A4  Warum Nervenzellen schneller arbeiten als die Theorie erlaubt

Gottinger und Bochumer Wissenschaftler finden Hinweise auf neuen Mechanismus, mit dem

unsere Nervenzellen in der Lage sind, Signale zu filtern und selektiv weiterzuleiten

Bekanntlich kommunizieren Nervenzellen untereinander, indem sie kurze elektrische Impulse
aussenden und empfangen. Seit einiger Zeit ist klar geworden, dass die meisten dieser Signale im
lebenden Gehirn unbeantwortet bleiben. In jeder Sekunde empfangt eine typische Zelle der
GroBhirnrinde Tausende Signale von anderen Nervenzellen. Sie entschlie3t sich aber in der glei-
chen Zeit nur selten - oft nicht mehr als ein Dutzend mal - selbst einen Impuls auszusenden. Mit
bisher nicht gekannter Genauigkeit haben jetzt Max-Planck-Forscher des Max-Planck-Instituts
fiir Dynamik und Selbstorganisation und des Bernstein Center for Computational Neuroscience
in Gottingen zusammen mit dem Neurophysiologen Maxim Volgushev der Ruhr-Universitit
Bochum analysiert, nach welchen Regeln Nervenzellen in der GroBhirnrinde sich dazu ent-
schlieBen, Nervenimpulse auszusenden. Erstaunlicherweise fanden sie, dass die hohe Flexibilitét
und Geschwindigkeit, mit der diese Zellen arbeiten, nicht mit dem bisherigen zentralen Modell
der Neurophysiologie, dem Hodgkin-Huxley-Modell, zu erkléren ist. Nach ihren Erkenntnissen
arbeiten die Natriumkanile, die sich wihrend eines Nervenimpulses in der Zellmembran 6ffnen,
nicht wie bislang angenommen, unabhiingig voneinander, sondern scheinen sich beim Offnungs-
vorgang gegenseitig zu unterstiitzen. Dieser neuartige Mechanismus kann den Zellen dabei zu
helfen, schnellverdnderliche Signale weiterzuleiten und langsame Signale zu unterdriicken. (Na-
ture, Volume 440, Number 7087, 2006) Jede lebende Zelle hilt {iber ihrer Zellmembran eine
elektrische Spannungsdifferenz aufrecht. Nervenzellen zeichnen sich vor anderen Zellen dadurch
aus, dass sie diese Spannungsdifferenz zum Verarbeiten und Weiterleiten von Nachrichten nut-
zen. Erhélt eine Nervenzelle einen starken Reiz, dann kommt es zu einer Umkehrung der elektri-
schen Spannung iiber der Zellmembran. Dieses "Aktionspotential" breitet sich an den langen
Fortsétzen der Zelle mit hoher Geschwindigkeit aus, an deren Ende das Signal an andere Ner-
venzellen iibertragen wird. Wie ein solches Aktionspotential entsteht, wurde im Jahre 1952 von
Alan Lloyd Hodgkin und Andrew Fielding Huxley anhand von Messungen an Neuronen des
Tintenfisches in einem mathematischen Modell beschrieben. Das Hodgkin-Huxley-Modell, fiir

das die Wissenschaftler spiter mit dem Nobelpreis ausgezeichnet wurden, dient seitdem zur Er-
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klarung von Signalprozessen in allen Neuronen.

Nach dem Hodgkin-Huxley-Modell wird ein Aktionspotential ausgeldst, wenn sich die elektri-
sche Spannung iiber der Membran der Nervenzelle bis zu einem gewissen Schwellenwert verin-
dert. Bestimmte Natriumkanéle reagieren auf diese Spannungsveranderung, 6ffnen sich und 16-
sen dadurch eine lawinenartige Reaktion aus. Durch die gedffneten Kanéle stromen positiv gela-
dene Natriumionen in die Zelle, was zur weiteren Verschiebung des Membranpotentials und der
Offnung weiterer Natriumkanile fiihrt. Der Schwellenwert und auch die Schnelligkeit, mit der
ein Aktionspotential entsteht, variieren dabei von Zelle zu Zelle - fiir eine einzelne Zelle sind

diese Parameter aber durch die Eigenschaften ihrer Natriumkanile weitgehend festgelegt.

Ein interdisziplindres Team von Physikern und Neurophysiologen vom Goéttinger Max-Planck-
Institut fiir Dynamik und Selbstorganisation und der Ruhr-Universitdt Bochum hat nun die
Schnelligkeit und den Schwellenwert von Aktionspotentialen in Nervenzellen der GroBhirnrinde
des Sdugergehirns genauer untersucht. Sie konnten zeigen, dass hier Aktionspotentiale sehr
sprunghaft einsetzen. Obwohl ein einzelnes Aktionspotential gut eine Millisekunde andauert,
setzt ein starker Natriumeinstrom bereits in den ersten 200 Mikrosekunden ein. Die Natriumka-
ndle scheinen sich demnach fast gleichzeitig zu 6ffnen, so dass Natriumionen sehr schnell und in
groBen Mengen in die Zelle stromen konnen. Gleichzeitig aber fanden die Forscher in ihren
Messungen, dass die Schwellenwerte, bei denen die Aktionspotentiale einsetzten, sehr variabel

sind.

Um zu verstehen wodurch dieses ungewo6hnliche Verhalten zustande kommt versuchten die Wis-
senschaftler zunichst das Verhalten der Zellen in Computersimulationen des Hodgkin-Huxley-
Modells nachzubilden. Dabei stellte sich zu ihrer Uberraschung heraus, dass eine hohe Variabili-
tit beim Schwellenwert und ein sprunghafter Anstieg des Aktionspotentials im Rahmen dieses
Modells nicht zu vereinen sind. Die beiden Eigenschaften verhalten sich in dem Modell wie die
beiden Seiten einer Wippe. Setzt man eine hohe Variabilitit beim Schwellenwert an, so verlangt
das Modell eine niedrige Schnelligkeit beim Einsetzen des Aktionspotentials. Fordert man eine

hohe Schnelligkeit, ist die Variabilitit des Schwellenwerts gering.

Um das beobachtete Verhalten der Nervenzellen dennoch in Computersimulationen nachbilden

zu konnen, postulierten Wolf und seine Kollegen einen neuen Mechanismus, der erklirt, wie sich
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Natriumkanéle zwar nicht immer bei dem gleichen Schwellenwert, aber dennoch fast synchron
6ffnen. Offnet sich ein Natriumkanal, so beeinflusst das nach dem neuen Modell andere Natri-
umkanéle in der direkten Nachbarschaft - die Kanile 6ffnen "kooperativ" und nicht - wie nach
Hodgkin-Huxley - unabhingig voneinander und ausschlieBlich in Abhdngigkeit von der Span-
nung iiber der Membran. Um diese Hypothese zu testen, nutzten die Wissenschaftler einen Trick:
Wenn es geldange, den kooperativen Mechanismus messbar zu unterbinden, so wére das ein gutes
Argument fiir seine Existenz. Das erreichten sie, indem sie mit dem Nervengift Tetrodoxin einen
Teil der Natriumkanéile blockierten, so dass die noch funktionsfihigen Kanile so weit in der
Membran verstreut lagen, dass sie nicht mehr kooperieren konnten. Die in solchen Experimenten

beobachteten Aktionspotentiale wiesen wie erwartet eine weit langsamere Dynamik auf.

In weiteren Untersuchungen konnten die Forscher zeigen, dass die Zellen diesen neuartigen Me-
chanismus wahrscheinlich verwenden, um zwischen den empfangenen Signalen zu differenzie-
ren und nur auf bestimmte zu antworten. "Die Zellen funktionieren wie ein Hochpassfilter", so
fasst Bjoern Naundorf die Ergebnisse dieser Untersuchungen zusammen, "schnelle Signale wer-
den gut weitergeleitet, langsame Signale werden unterdriickt." Die beiden Aspekte der Aktions-
potentialauslosung spielen dabei unterschiedliche Rollen. Die grof3e Variabilitdt der Schwellen-
potentiale ermdglicht es den Zellen, langsam einsetzende Reize zu ignorieren. Sie erhéhen dann
fortlaufend ihre Schwelle, so dass in vielen Fillen gar kein Impuls ausgelost wird. Die schnelle
Auslosung der Aktionspotentiale dagegen hilft den Zellen schnell verdnderliche Signale auch mit
hoher Prézision weiterzugeben. Nach dem Hodgkin-Huxley-Modell wiren sie hierzu aber gar

nicht in der Lage.

"Viele Wissenschaftler - uns eingeschlossen - sahen das Hodgkin-Huxley-Modell bislang gar
nicht mehr als Hypothese an, sondern glaubten, dass es im Prinzip auf alle Neurone anwendbar
ist", sagt Fred Wolf, der die Untersuchungen am Goéttinger Max-Planck-Institut fiir Dynamik und
Selbstorganisation leitete. Dass dem nicht so ist, haben er und seine Kollegen nun gezeigt. Die
bessere Hirnleistung von hoheren Tieren, wie Katzen oder auch Menschen, gegeniiber Tintenfi-
schen oder auch Schnecken, ist nach ihren Ergebnissen nicht nur auf die hohere Zahl der Neuro-
ne in den Gehirnen dieser Tiere zuriickzufithren, sondern eben auch auf die Art und Weise, wie
die Neurone Signale verarbeiten. Vermutlich nutzen sie dafiir molekulare Mechanismen, die nie-

deren Tieren nicht zur Verfiigung stehen.
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