Prof. Dr. M. Reissig, Dipl.-Math. J. Wirth, Institut fiir Angewandte Mathematik I

5. Ubungsblatt: Anfangs- und Randwertaufgaben

Vorbereitungsaufgaben

1. Zeigen Sie, daB u(z,y) = e® cosy harmonisch (fiir alle z, y € R?) ist. Wo nimmt die Funktion
u(z,y) eingeschriankt auf K, = {(z,y)|z? + y* < 1} ihr Maxiumum/Minimum an?

2. Fiir harmonische Funktionen u : R™ O €2 — R gilt die Mittelwerteigenschaft
1

W o u(r + rw)dw (=: Ay [ul)

u(x) =

(falls der Kreis vom Radius 7 um x komplett in € liegt). Es ist also A, .[u] das Mittel
(Average) von u tiber die Kugeloberfliche vom Radius r um z.

Begriinden Sie, dafl die Mittelwerteigenschaft das Maximum-/Minimumprinzip fiir harmo-
nische Funktionen impliziert.

3. Seien ; := {x € R?||z| < 1} das Innen- und Q, := {zr € R?||z| > 1} das AuBengebiet
zum Einheitskreis in der Ebene. Begriinden Sie, daf die nachfolgenden Funktionen in den
jeweiligen Gebieten harmonisch sind und die angegebenen Randbedingungen erfiillen. Dabei
sind jeweils Polarkoordinaten r, ¢ verwendet.

(a) ui(r,¢) = r?sin2¢ in Q;, uy|sn = sin 2¢
(inneres Dirichletproblem)

(b) ua(r, @) = c17?sin 2¢ + cor 2 8in 2¢ in Qq, ¢ + o = 1, Uz|pq = sin 2¢
(dufleres Dirichletproblem)

(¢) us(rphi) =C+ 1r*sin2¢ in Q;, C € R, d,us|oq, = sin2¢
(inneres Neumannproblem)

(d) Verwenden Sie das Maximumprinzip um zu begriinden, daf§ es keine in €2; harmonische
Funktion w mit d,ulsq, = 1 geben kann.

(€) uyq(r,¢) =C —Inrin Q,, Opulpn, =1

(f) us(r,) = C + c1r?sin2¢ + cor~2sin2¢ in Q,, 3 — ¢; = %, C € R, Jyus|an, = sin2¢
(duBleres Neumannproblem)

(g) ZA (fir Gy)_.: Verwenden Sie die Losungsdarstellung mittels Fourierscher Methode aus
der letzten Ubung (fiir das Innengebiet und entsprechend fiir das Auflengebiet), um zu

begriinden, daf§ die angegebenen Funktionen alle klassischen Losungen der jeweiligen
Randwertprobleme sind.

Vergleichen Sie mit den Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen aus der Vorlesung.

4. Sei u harmonische Funktion im Inneren der Kugel Q = {x € R"||z| < 1}. Durch “Spie-
geln” an der Kugeloberfliiche konstruieren wir die neue Funktion u(z) = |z|"2u(z/|z|?)
im AuBlengebiet der Kugel. Zeigen Sie, dal diese Funktion ebenfalls harmonisch ist.
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