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Anfangs- und Randwertaufgaben
(SS 2005) — Blatt 5

The important thing in science is not so much to obtain new facts as to discover new ways of
thinking about them. (Sir William Bragg)

1. Uberpriifen Sie, ob die Funktionen
filz.y) =a* — y?,
fal,y) = e cos(2zy),

harmonisch sind. Wenn ja, zeigen Sie, dal die Funktionen betrachtet auf der Einheitskreis-
scheibe 22 4+ y? < 1 ihr Maximum und ihr Minimum auf dem Rand der Kreisscheibe anneh-
men!

(Hinweis: Eine Funktion f heifit harmonisch, falls Af =, 92 f = 0 gilt.)
2. Untersucht werden soll das Dirichlet-Problem

Au =0, in €,
uls = f, auf dem Rand S := 010,

fiir die Einheitskreisscheibe Q = {(z,y)|2? + y* < 1}.

(a) Begriinden Sie (durch Einsetzen in die Gleichung), dafi durch

B 1 — 7“2 2 f(w)dw
u(r, @) = o /0 1+ 72 —2rcos(¢p — )

die Losung (in Polarkoordinaten) gegeben ist.
(b) Vergleichen Sie die Darstellung mit der Greenschen Integralformel aus der Vorlesung.
(c) Begriinden Sie mit Hilfe von (a) die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen.
(d) Wie folgt das Maximum/Minimum-Prinzip aus der Mittelwerteigenschaft?
3. Seien nun ; := {z € R?||z| < 1} das Innen- und Q, := {z € R?||z| > 1} das AuBengebiet
zum Einheitskreis in der Ebene. Begriinden Sie, daf§ die nachfolgenden Funktionen in den

jeweiligen Gebieten harmonisch sind und die angegebenen Randbedingungen erfiillen. Dabei
sind jeweils wieder Polarkoordinaten r, ¢ verwendet.

(a) uy(r, @) = r?sin2¢ in Q;, u1|pq = sin 2¢
(inneres Dirichletproblem)



(b) uz(r, @) = c1r?8in 2¢ + cor28in 2¢ in Qq, ¢1 + 2 = 1, Us|gn = sin 2¢
(duBeres Dirichletproblem)

(¢) us(r,¢) = C + ir?sin2¢ in Q;, C € R, d,us|oq, = sin2¢
(inneres Neumannproblem)

(d) Verwenden Sie das Maximumprinzip um zu begriinden, daf es keine in €2; harmonische
Funktion u mit d,ulsq, = 1 geben kann.

(e) uy(r,p) = C —1Inr in Q,, Oyulgn, =1

(f) us(r,¢) = C + err?sin2¢ + cor 2sin2¢ in Qq, ¢ — ¢ = 3, C € R, dusloq, = sin2¢
(duBeres Neumannproblem)

(8) ZA: Verwenden Sie die Lésungsdarstellung mittels Fourierscher Methode aus der letzten
Ubung (fiir das Innengebiet und entsprechend fiir das AuBengebiet), um zu begriinden,

daf} die angegebenen Funktionen alle klassischen Losungen der jeweiligen Randwert-
probleme sind.

Vergleichen Sie mit den Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen aus der Vorlesung.
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