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Genial~nye geometry predlaga�t teoremu, talantlivye ee dokazyva�t.

(Neizvestny�)

1. Für n ∈ N sei

an =

(
1 +

1

n

)n

, bn =

(
1 +

1

n

)n+1

.

Zeige:

(a) Die Folge an wächst streng monoton, während bn streng monoton fällt. Weiter gilt
an < e < bn.

(b) Für alle n gilt
(n + 1)n

n!
< en <

(n + 1)n+1

n!
und somit

e−n(n + 1)n < n! < e−n(n + 1)n+1.

2. Die Funktion f : [0, 1] → R sei stetig und es gelte f(0) = f(1). Man zeige, daÿ es dann ein
c ∈ [0, 1

2
] mit f(c) = f(c + 1

2
) gibt.

3. Man zeige: Ist die Funktion f : R → R stetig und existieren die Limites von f für x → −∞
und x →∞, so ist f gleichmäÿig stetig.

Folgt umgekehrt aus der gleichmäÿigen Stetigkeit die Existenz beider Limites?

4. (a) Man zeige, daÿ

cos
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2n
=

sin x

2n sin(x/2n)

gilt.

(b) Man nutze (a), um die Produktformel

sin x

x
= lim

n→∞

n∏
ν=1

cos
x

2ν
=:

∞∏
ν=1

cos
x

2ν

für alle x ∈ R \ {0} zu beweisen.

(c) Man beweise damit insbesondere die Vietasche Produktdarstellung der Zahl π
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