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Inhaltsverzeichnis

Vorrede

Gegenstand der Vorlesung ist eine Einfithrung in Probleme der Signaltheorie. Dazu werden in
einem ersten Abschnitt Eigenschaften der Fouriertransformation und ihr Zusammenhang zu
Fourierreihen in den Mittelpunkt gestellt. Beantwortet werden soll dabei die Frage nach der
Invertierbarkeit der Fouriertransformation in verschiedenen Raumen.

Der weitere Verlauf der Vorlesung beschéftigt sich mit Fragen der Zeit-Frequenz-Lokalisation
und deren Grenzen. Behandelt wird die Unschérferelation fiir Signale mit ihren Konsequenzen.
Danach schliefit sich eine Einfithrung der gefensterten Fouriertransformation an.

Der néchste Abschnitt beschéftigt sich mit der Frage der Rekonstruierbarkeit von Signalen
aus diskreten Informationen. Dazu werden Frames als Verallgemeinerung von Rieszbasen in
normierten Radumen eingefiihrt und die Theorie der Gabor-Frames entwickelt.
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1 Theorie der Fouriertransformation

In diesem Kapitel verfolgen wir die Idee, dafl man Signale, modelliert durch komplexwertige
Funktionen

[iR—=C (1.0.1)

als Uberlagerung von Schwingungen der Form
t = ™ = cos(27wt) + isin(27rwt) (1.0.2)

zur (Kreis-) Frequenz w mit zugehdrigen Intensitéten f(w) darstellen kann. Formal kann man
das als -

f(t) = / 2™ F (W) dw (1.0.3)
schreiben. Ziel dieses Kapitels ist, herauszuarbeiten, welche Voraussetzungen dabei an das
Signal f bzw. die Funktion f zu stellen sind und in welchen Sinne man dabei das auftretende
Integral zu interpretieren hat.

Die Zuordnung zwischen der Frequenzdarstellung f und der Zeitdarstellung f des Signals wird
dabei durch die Fouriertransformation F realisiert, f = Ff.

Um die Assoziationen physikalischer Grofien zu den Variablen ¢ und w zu unterbinden, nutzen
wir im folgenden als Variablen x, y, ... und als zugehorige Kovariablen griechische Buchstaben
&, m, ... Weiterhin ist die Definition der Fouriertransformation in der Literatur nicht einheitlich,
wir werden die in Formel (1.0.3) genutzte Version verwenden.

1.1 Elementare Eigenschaften

Wir wiederholen zuerst die Definition der LP-Réume.! Fiir eine Borelmenge A C R bezeichne
im folgenden |A| ihr Lebesgue-Maf}; ebenso sei

N ={f:R — C|f borel-meSbar und |[{z|f(z) #0} =0} (1.1.1)
die Menge aller Nullfunktionen. Dann ist fiir alle p € [1, c0)
LP(R) ={ f:R — C| f borel-mefibar und / |f(z)Pde < 00 }/n (1.1.2)

versehen mit der p-Norm

= ([ )’ (113

'Fiir alle diejenigen, denen Maftheorie an dieser Stelle fremd ist sei empfohlen die Details der niichsten
Formeln zu ignorieren und sich Funktionen im folgenden als stetig vorzustellen. Die angegebenen Réume
erhélt man dann als Vervollstdndigung.




1 Theorie der Fouriertransformation

ein Banach-Raum, ebenso

L*®(R) ={f:R — C| f borel-meibar und esssup |f(z)| < 0o}/, (1.1.4)
wobei
[fllec = esssup | f(z)| = inf sup |f(z)] (1.1.5)
T |A‘:O:p€R\A

Weifl man von Funktionen f und g iiber die Zugehorigkeit zu LP-Rdumen, so kann man
Aussagen tiber das Produkt fg(z) = f(z)g(x) treffen. Wichtigstes Hilfsmittel dazu ist die
Hoéldersche Ungleichung.

Lemma 1.1.1 (Holdersche Ungleichung). Seien p,q € [1,00], so daf * = I%—I—% < 1. Dann
gilt fir f € LP(R), g € LY(R) die Holdersche Ungleichung

19l < 1LF 1l llgllq- (1.1.6)
Insbesondere ist fg € L"(R).
Beweis. Vgl. Ubung. ]

Von besonderer Bedeutung werden im folgenden die Rdume L'(R), L?*(R) und L>(R) sein.

Definition 1.1.2. Sei f € L'(R). Dann definiert man die Fouriertransformierte von f als

Fiw) = [~ e e (1.1.7)

—00

Satz 1.1.3. Die Fouriertransformation F ist ein beschrinkter linearer Operator L' — L>
mit | F|l1—oo < 1.

Beweis. Die Linearitét folgt direkt aus der Linearitdt des Integrals. Fiir die Beschranktheit
nutzen wir [e?™#¢| = 1 und damit

Ff ()] = ' / Z e?“”ﬁf(f)ds‘ </ Z e = 1 £

Wir wollen fiir Signale zwei elementare Operationen definieren. Zum Einen sei
T, f(z) = f(x — xg) (1.1.8)
die Translation um xq, andererseits
Mg, f(z) = ™0 f () (1.1.9)
die Modulation mit der Frequenz &,. Es gilt
[ Teo llp—p = [[ My llp—p = 1 (1.1.10)

fiir alle p € [1, 00]. Beide Operationen sind durch die Fouriertransformation miteinander ver-
kniipft.



1.1 Elementare Eigenschaften

Lemma 1.1.4. Es gilt F o Tgy = Me, o F und F o My, =T, 0 F.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch nachrechnen. Sei f € L'(R). Dann gilt

FoTef(z) = / T F(E — g)de

—00

= [ @ g = My, o Ff ()

oo

und entsprechend

[e.9]

F oM f@) = [ )i = Ty 0 Ff(0),

(e 9]

O

Eine weitere elementare Operation mit Signalen ist die Faltung. Seien dazu f,g € L'(R). Dann
definiert man

fxglx / flz —y)g(y)dy. (1.1.11)

Die Definition ist korrekt, da mit dem Satz von Fubini

1 * gl = ‘ / f(fv—y)g(y)dy‘da:

/ / )l lg(y)ldyda
/ / y)ldz |g(y)|dy
‘/_m' (x)\da /_Oo| Wldy = £ llglh

gilt. Insbesondere ist also f* g € L'(R). Man zeigt leicht, dafl L!'(R) damit eine kommutative
Banachalgebra wird, das Faltungsprodukt also kommutativ und assoziativ ist und zusammen
mit der Addition das Distributivgesetz gilt. (Ubung]!)

Satz 1.1.5. Fiir f,g € L'(R) gilt
FLf =gl = Ff] Flgl. (1.1.12)

Beweis. Da fxg € L'(R) gilt, existieren alle auftretenden Integrale und es folgt mit dem Satz
von Fubini-Tonelli

Afrale) = [ [ pie =~ motmand
- /_oo /_Oo &2 £(¢ — 1) g (1) dndé
ot —rmse
_ / Z e2719€ {6 / Z T g()dy = Ff(x) Flg)(@).



1 Theorie der Fouriertransformation

Zum Abschluf} dieses Abschnitts soll der Zusammenhang zwischen der Fouriertransformation
und Ableitungen geklédrt werden. Sei dazu

D: f(z) — %f’(w) (1.1.13)
und
X : f(x)— zf(x), (1.1.14)

jeweils definiert auf der Menge aller Funktionen {f € L'(R)NC*(R) | Df, X f € L'(R)}. Dann
gilt die folgende Aussage:

Lemma 1.1.6. Es gilt FoD =—-XoF und FoX =DoF.

Beweis. Der Beweis erfolgt wiederum durch nachrechnen, wobei wir f € C*(R) mit f(z) — 0,
xr — Fo00 voraussetzen. Dann gilt mit partieller Integration

FoDf(a) = [ e p(ee
= [ S = XS (@)
und entsprechend fiir f € L*(R) mit 2 f(z) € L'(R)
DoFfia) =y [ @@= [ erieae = Foxs)

Aufgaben

Aufgabe 1.1. Man zeige, daf8 durch || - ||, fiir p € [1, 00] eine Norm auf LP(R) definiert wird,
d.h. daf} folgende Aussagen gelten

a) ||fll, > 0 und || f]|, = 0 genau dann, wenn f = 0 fast iiberall (f = 0 modulo N),

b) llaflly = lal - [ ] fir alle a € C,

c) If+allp < Ifllp + llglly-

Man nutze weiter fiir alle p € (1,00) den Lebesgueschen Konvergenzsatz aus der Mafitheorie?,
um zu zeigen, daf zu jeder Folge f, € LP(R) mit || f, — fi|l, — 0 fiir m,n — oo ein Element
f e LP(R) mit ||f, — f||[, — 0 fiir n — oo existiert. Ebenso zeige man die entsprechende
Aussage fiir p = oc.

2Also die entsprechenden Aussage fiir p = 1.



1.1 Elementare Eigenschaften

Aufgabe 1.2. Seien p,q in [1,00], so daB % = %—i—é < 1. Dann erfiillt zu f € LP(R) und
g € L1(R) das Produkt fg € L"(R) und es gilt die (verallgemeinerte) Hdldersche Ungleichung

1fglle < 1LF11p [1gll- (1.1.15)
Aufgabe 1.3. Von einer Funktion f € LP(R) weifl man, da8
supp f = cl{f # 0} (1.1.16)

eine Menge endlichen MaSes ist, d.h. |supp f| < oco. Man zeige, dafi dann f € LI(R) fiir alle
1 < ¢ < p gilt. (Dabei bezeichne fiir eine Teilmenge M eines metrischen Raumes cl M den
Abschlufl von M.)

Aufgabe 1.4. Seien f,g,h € L'(R) und o € C. Man beweise

) frg=gxf,

b) (f*g)*h=fx*(gxh),

c) afxg=(af)*g=f*(ag),
d) f*x(g+h)=[fxg+ [xh

Aufgabe 1.5. Seien p,q € [1,00], so dafi 1 — % = %—i—% < 1. Dann erfiillt fir f € LP(R),
g € LY(R) die Faltung f * g € L"(R). Dabei gilt die Youngsche Ungleichung

1+ gl < 11Fllp llglla- (1.1.17)

Aufgabe 1.6. Sei f € LP(R), p € [1,00). Dann erfiillen die Translationen 7}, f die Beziehung

a

lim |17, — 1, = 0. (1.1.18)

Man nennt diese Eigenschaft von L!-Funktionen Stetigkeit im Mittel. Insbesondere ist die
Abbildung R 3> h — T}, € L(LP) stetig.

Aufgabe 1.7. Sei g € L'(R) eine Funktion mit

/mg@MxZL (1.1.19)

—00

Definiert man nun g(z) = $g(%), so gilt
a) [ ge(x)dr =1,
b) fiir jede Funktion f € LP(R), p € [1,00), gilt
lm 1 + 9. — £}, = 0. (1.1.20)
Die Approximation von f durch f * g. wird als Friedrichs-Gldttung bezeichnet.
Aufgabe 1.8. Ist f € L'(R) und g € L*°(R) N C(R). Dann ist f * g € L>*(R) N C(R).
Aufgabe 1.9. Zeige, daB | F|l1—0 = 1.
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1.2 Der Schwartz-Raum S(R) und die Fouriersche
Inversionsformel

Im weiteren Verlauf folgen wir einer Idee von Laurent Schwartz und beschrénken uns vorerst
auf eine Klasse sehr schoner Funktionen um Eigenschaften der Fouriertransformation zu be-
weisen. Danach nutzen wir funktionalanalytische Methoden, um diese Eigenschaften auf eine
moglichst grofle Klasse allgemeinerer Objekte zu iibertragen.

Der Schwartz-Raum S(R) ist durch

SR)={f:R—C|fecC®R)und fir alle k, ¢ € N gilt "9’ f(x) € L(R) }
={f:R—C|fe€C®R)und fiir alle k,¢ € N gilt 9*(2*f(z)) € L'(R) }

definiert. Beide angegebenen Definitionen sind #quivalent. (Ubung)

Die in der Definition an die Funktion gestellten Bedinungen kann man nutzen, um S(R) mit der
Struktur eines lokalkonvexen Raumes zu versehen. Dazu nutzen wir die beiden (dquivalenten)
Systeme von Seminormen

pre(f) = IX Dl und  gre(f) = [|ID*Xfl1. (1.2.1)

Diese Seminormen bestimmen Konvergenz im Schwartz-Raum S(R). Eine Folge f,, € S(R)
heifit in S gegen f € S(R) konvergent, falls

Tim pre(fo—f) =0 (1.2.2)
fiir alle k, ¢ gilt.
Beispiel 1.2.1. Die Funktion

2
flx)=¢e"" (1.2.3)

gehort zum Schwartz-Raum S(R). Sie wird als Gauf-Kern bezeichnet. Um das zu zeigen,
nutzen wir

/OO 2 e dz = 0
und

0 0 k
2 1 1 1
2k —x k—5 —
/_ e dx—/0 Yy 2e ydy—F(k+§)—ﬁl|1| (k—§>

[e.9]

Insbesondere kann man damit die Fouriertransformation eines Gau-Kerns berechnen. Es gilt
2¢2 oo H 2¢2 oo H 2¢2 o0 sZ\2 T 2
FeTC & _ / e27rlac£ef7'rc I3 df — / e27r1:z§77rc I3 dg — / e*ﬂ'(cgflz) -5z d£
—0o — 0o —o
o0

T2 _ _jzy2 1 _x.2
P e m(c€—i%) df = —e 2%
oo c

10



1.2 Der Schwartz-Raum S(R) und die Fouriersche Inversionsformel

Insbesondere haben wir damit gezeigt:

Proposition 1.2.2. Der normalisierte GaufS-Kern ist eine Figenfunktion der Fouriertrans-
2

formation. Es gilt Fle ™’ = e=™.
Beispiel 1.2.3. Jede Funktion f € C*°(R), fiir die der Trdger

supp f = cl{f # 0} (1.2.4)
kompakt ist, gehort zu S(R). Bezeichnung: Die Menge dieser Funktionen heifit Cg°(R). O
Satz 1.2.4. F: S(R) — S(R) ist stetig.

Beweis. Es gilt
Pre(Ff) = | X D F flloo = | FD* X flloo < DX flh = qre(f)
und die Behauptung folgt aus der Aquivalenz der Seminormsysteme. [

Satz 1.2.5 (Fouriersche Inversionsformel in S(R)). Fir alle f € S(R) gilt FF[f](z) =
f(=x).

Beweis. Das iterierte Integral existiert im Lebesgueschen Sinne. Um ein konvergentes Dop-
pelintegral zu erhalten, schneiden wir die grofien Frequenzen heraus, d.h. wir betrachten mit
einer Abschneidefunktion x € C§°(R)

(2) 1 |z| <1
€Tr) =
X 0 |z|>2

die Darstellung

0= [ [t anaras =g [ [ ot eg)arag

= lim / f(z) / M@ =0 Ey (e€)deda = lim / f(z)et / e @ =y (nYdnda’!

e—0
—tiny [ f)g.fo — )da’ =ty g.(0) = cf 0)
mit
g(x) = / ePN(E)AE € S(R),  ge(w) =€ gl M), = / g(x)d.
Da F den normierten Gauf}-Kern invariant 1a8t, mufl ¢ den Wert 1 haben. O

Bezeichnet man F mit F+ und setzt

Ff)(x) = FIf)(~x) = / T f(e) e, (1.2.5)

o0

so kann man den letzten Satz zu (FT)™' = F~ zusammenfassen. Definiert man fiir zwei
Funktionen f, g € S(R) das Skalarprodukt

(flg) = /_OO f(@)g(x)dz (1.2.6)

so sind F* und F~ durch eine weitere Beziehung verkniipft.

11



1 Theorie der Fouriertransformation

Lemma 1.2.6. Seien f,g € S(R). Dann gilt (F*f|g) = (f|F g).

Bewers. Mit dem Satz von Fubini gilt

(Ff|g) = / / 2712 £(€)d€g () d

[ 1o ergaads = (17 g)

]

Da S(R) dicht in L*(R) ist (vgl. Ubung), das obige Skalarprodukt aber gerade dem Innenpro-
dukt des Hilbertraumes L?(R) entspricht, ergibt sich unmittelbar:

Korollar 1.2.7 (Satz von Plancherel). Die Fouriertransformation F* lift sich stetig zu
einem unitiren Operator F* : L*(R) — L*(R) fortsetzen. Damit gilt

(flg)=(F=fIFg)  VfgeL*R) (1.2.7)

insbesondere gilt || F= fll2 = || f]|2-

Man kann die Invarianz von S(R) unter F auch nutzen um weitere Informationen iiber das
Bild FL'(R) zu erhalten.?

Lemma 1.2.8 (Riemann-Lebesgue-Lemma). Es gilt F : L'(R) — C.(R), d.h. die Fou-
riertransformierte jeder L'-Funktion ist stetig und erfiillt

lim F[f](z) = 0. (1.2.8)

r—+o00

Beweis. Da S(R) dicht in L'(R) ist, mu auch FS(R) = S(R) dicht im Bild FL'(R) C
L>(R) bzgl. der L>-Norm sein. Der Abschlufi von S(R) in L>(R) ist aber gerade Co(R)
(vgl. Ubung). O

Aufgaben

Aufgabe 1.10. Man zeige, dafl es sich bei py, (und entsprechend g ,) um Seminormen han-
delt, daf3 heif3it

a) pre(f) 20,
b) prelaf) = |a|pre(f) fir alle a € C,

c) Pre(f +9) < pee(f) + prelg).

3Wobei allerdings anzumerken ist, daf bis heute keine alternative Charakterisierung des Bildes FL!(R)
existiert. Nicht jede L>°-Funktion ist als Bild Ff einer L!-Funktion f darstellbar, ebensowenig jede Coo-
Funktion.

12



1.2 Der Schwartz-Raum S(R) und die Fouriersche Inversionsformel

Man zeige weiter, daf die Systeme vollstidndig sind in dem Sinne, daf aus py¢(f) = 0 fiir alle
k, 0 stets f = 0 folgt.

Aufgabe 1.11. Man zeige die Aquivalenz der beiden Systeme von Seminormen, die in der
Definition des Schwartz-Raumes S(R) genutzt worden sind. Dazu zeigen man, da8l es zu k, ¢
Konstanten K (k) und L({) sowie C) ,; ; mit

pre(f) < D Croritiilf) (1.2.9)

k<K (k),[<L(¢)

gibt. Entsprechend zeige man die Existenz von K (k), L(¢) und ék,éici mit

are(f) < Z ék,l,i%jpk,é(f) (1.2.10)

k<K (k) £<L(¥)

Aufgabe 1.12. Man zeige, dal S(R) dichter Teilraum von LP(R) fiir alle p € [1, 00) ist. Man
zeige weiter, dafl der Abschlufl von S(R) in L*(R) gerade der Raum

Co(R)={ /€ C(R)| lim_f(z)=0} (1.2.11)

1st.

Aufgabe 1.13 (L*-Bandfilter). Eine erste wichtige Anwendung des bisher behandelten Stof-
fes liefern sogenannte Filter. Diese werden genutzt, um in einem Signal Frequenzbereiche
herauszufiltern.

Sei dazu f € L*(R) ein Signal, m = m(£) € L™(R) eine Abschneidefunktion mit m(¢) = 1
auf einem Intervall 7 und m(§) = 0 auf R\ I. = {{ € R|dist(&, I) > €} fiir ein € > 0. Unter
dem zugeordneten [-Bandfilter versteht man dann den Operator

m(D) : L*(R) > f — Flm(&)F f] € L*(R). (1.2.12)

a) Zeige, daB ||m(D)lla—a = ||m||o gilt.
b) Gilt m € FL'(R), d.h. existiert ein k € L'(R) mit Fk = m, so gilt m(D)f = k* f. Was

meint man damit, wenn man sagt, ein derartiger Filter sei nichtlokal.

Bemerkung: Die Bezeichnung m(D) fiir diesen Operator ist gerechtfertigt, da durch Lem-
ma 1.1.6 formal auch Df = F[(F~ f] gilt, die Funktion m(§) = & formal also auch auf den
Operator m(D) = D fiihrt. Solche Operatoren wollen wir als Fouriermultiplikatoren bezeich-
nen.

Aufgabe 1.14 (Faltungsgleichung). Beobachtet / miit man ein Signal, so wird die MeBap-
paratur nicht das wahre Signal, sondern einen “Mittelwert” iiber kleine Zeitintervalle messen.
Mathematisch formuliert heiflt das, der Melapparatur entspricht ein Faltungskern £ und statt
dem Signal f wird

Kf(e) =k 5@ = [ ko= sy (1.2.13)

o0

gemessen. Wir nehmen an, k& € L'(R) und betrachten Signale f € L*(R).

13



1 Theorie der Fouriertransformation

a) Welche Bedingung mufl der Faltungskern k erfiillen, so dafl der Operator K injektiv ist,

d.h. daf} aus dem Meflergebnis K f = 0 auch f = 0 folgt?

b) Wie kann man unter den Voraussetzungen von a) das Signal f aus dem MeBwert K f

rekonstruieren?

c) Ist die Rekonstruktion stabil unter Storungen, d.h. gilt || f|l2 < c||K f]|e fiir alle f €

L2(R)?

Aufgabe 1.15. Eine weitere Anwendung der Fouriertransformation stellen Differentialglei-
chungen dar. Ist P € C[X] ein Polynom, so kann man nach der Existenz von Lésungen der
Gleichung P(D)f = g und deren Eigenschaften fragen. Welche Bedingungen mufl g € S(R)
erfiillen, so daB eine Losung f € S(R) existiert? Unter welchen Bedingungen an P(D) existiert
zu jedem g € S(R) genau eine Losung f € S(R)?

Aufgabe 1.16. Der normalisierte GauB-Kern ¢o(z) = e ™" ist Eigenfunktion der Fourier-
transformation. Es gilt Fog = ¢o. Mit seiner Hilfe lassen sich weitere Eigenfunktionen der
Fouriertransformation konstruieren.

14

a)

Sei
¢r(z) = (X —iD)*¢o()

(1.2.14)

fir k € N. Zeige, dal dann F¢y, = i*¢;, gilt. Die Funktionen ¢y (x) werden als Hermite-

Funktionen bezeichnet.

Zeige, daBl die Hermite-Funktion ¢y (x) sich als ¢y (z) = Hy(x)do(z) mit einem reellen
Polynom Hy(x) vom Grad k, dem k-ten Hermite-Polynom, schreiben 1a8t. Man beweise

fiir die Hermite-Polynome die Formel von Rodriguez

sowie die Rekurrenzformel
Hii1(z) = 2eHg(z) — 1D Hy(x).
Man beweise die Operatorgleichung
. i 9 o 1 . . 1
(X +iD)(X —iD) = X*+ D —|—2— = (X —-iD)(X +1iD) + —
™ T

und mit ihrer Hilfe die Orthogonalititsrelation der Hermite-Funktionen

K 0, kAL
(Oule) = x Ot {—Jgﬂ k=t

Das Symbol 0y, wird als Kronecker-Symbol bezeichnet.

(1.2.15)

(1.2.16)

(1.2.17)

(1.2.18)



1.3 Temperierte Distributionen

d) Man nutze (1.2.17) um die Eigenwertgleichung

2%k +1
(X2 + D*¢yp = k+

dp, k=0.1,... (1.2.19)
zu zeigen. Der Operator X2 + D? ist selbstadjungiert im L2-Sinn.
Bemerkung: Nutzt man die Kompaktheit seines Inversen (X? + D?)~1: [?(R) — L*(R),

so folgt mit dem Spektralsatz von Riesz-Schauder die Vollstindigkeit des Orthogonalsy-
stems ¢y, k € Ny. Jedes f € L*(R) kann also durch

v) =) (), cr = T (f1dn) f(x)pp(a)da  (1.2.20)
kZ:O k Pk k= H¢ E k / k

als L?-konvergente Reihe dargestellt werden.

1.3 Temperierte Distributionen

Temperierte Distributionen sind beschriankte Linearformen auf S(R), d.h. Abbildungen

U S(R)> f— (¥, f)eC, (1.3.1)
fiir welche eine Abschétzung
(@, 1< Comi(f) (1.3.2)
jed

fir eine (endliche) Auswahl von Seminormen p;, j € J, gilt. Die Menge aller temperierten
Distributionen wird mit S’(R) bezeichnet.

Beispiel 1.3.1. Sei g € LP(R) fiir ein p € [1, 00]. Dann definiert

f g, f) = / " g0 f(@)dz (13.3)

eine temperierte Distribution. (Die nétige Abschitzung folgt direkt aus der Holdersche Un-
gleichung und der Einbettung S(R) < L*' (R) mit é + 1% =1, O

Beispiel 1.3.2. Sei g € L}, (R) und existiere eine Konstante N, so daf g(z)(1 + 22)~"/?2 ¢
L*(R) gilt. Dann ist durch (1.3.3) eine temperierte Distribution definiert. Eine auf diese Weise
konstruierte Distribution wird als reguldre Distribution bezeichnet.

Die Zuordnung, die der Funktion g die Distribution g : f — (g, f) zuordnet, ist injektiv. [

Beispiel 1.3.3. Die Abbildung

IR (1.34)
definiert eine temperierte Distribution. Diese wird als Diracsche Deltadistribution bezeichnet.
Analog wollen wir ¢,, fiir ein p € R durch (04,, f) = f(x¢) definieren. O
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1 Theorie der Fouriertransformation

Beispiel 1.3.4. Sei p1 € M(R) ein Radon-Maf mit
In(e + |u(A)]) < C diam (A) (1.3.5)

fiir jede kompakte Menge A mit Durchmesser diam (A). Dann definiert

pid e ) = [ Ha)duta (1.3.6)
eine Distribution. Die Zuordnung M(R) — S&'(R) ist injektiv. O

Temperierte Distributionen bilden einen Vektorraum. Die zugehorigen Operationen sind durch
(@ + W, f) = (@, )+ a(V, f) (1.3.7)

zu @, U € §'(R) und o € C. Der Raum der temperierten Distributionen ist auf natiirliche
Weise mit einem Konvergenzbegriff versehen. Sei dazu ¥,, € §’(R) eine Folge von temperierten
Distributionen. Diese heiit gegen ein ¥ € S’(R) konvergent, falls fiir alle f € S(R)

(U, =, f) =0 (1.3.8)
gilt.

Lemma 1.3.5 (Hahn-Banachscher Trennungssatz fiir S(R)). Seien f,g € S(R) und
f # g. Dann ezistiert ein ¥ € S'(R) mit (U, f) # (¥, g).

Beweis. Es geniigt ist zeigen, daB fiir ein ¥ die Beziehung (¥, f — g) # 0 gilt. Sei dazu x € R
ein Punkt, fiir den f(z) # g(x) gilt. Setzt man dann ¥ = ¢, die an die Stelle x verschobene
Delta-Distribution, so folgt die Behauptung. O

Ahnlich wie fiir Banachrdume nutzt man den Hahn-Banachschen Trennungssatz zur Definition
des transponierten Operators.

Korollar 1.3.6. Sei A : S(R) — S(R) ein beschrinkter linearer Operator. Dann existiert
genau ein Operator AT : 8'(R) — S'(R), der zu A transponierte* Operator, fiir den

(ATW, f) = (T, Af) (1.3.9)
fir alle U € S'(R) gilt. Dieser ist beschrinkt da
(AT, ) = (W, Af)| = (T, 9)| (1.3.10)
mit g = Af.
Operationen fiir Distributionen ergeben sich nun einfach durch Transponieren. So setzt man

4Manchmal sagt man auch der zu A konjugierte Operator. Fordert man fiir Linearformen (-,-) Antilinearitit
im zweiten Argument (wie fiir Skalarprodukte), so spricht man vom adjungierten Operator.
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1.3 Temperierte Distributionen

Ist ¥ regulidre Distribution und klassisch differenzierbar, so stimmt dieser distributionelle
Ableitungsbegriff mit dem klassischen iiberein, da mittels partieller Integration

/ " (0.9()) f()de = — / " 9(@) (0, f () de (1.3.12)

oo —00

fiir alle f € S(R) und alle g € CY(R) mit g(x)(1 4+ 22)~/2 € L*(R) fiir hinreichend grofies N
gilt.

Analog kann man mit der Fouriertransformation vorgehen. Da fiir f,g € S(R) (&hnlich zu
Lemma 1.2.6) stets (g, F* f) = (F*g, f) gilt, setzt man

(FRU, f) = (U, F*f). (1.3.13)

Eigenschaften eines Operators A : S(R) — S(R) tibertragen sich auf den transponierten
Operator AT : §'(R) — S'(R). So gilt

Proposition 1.3.7. Sei A: S(R) — S(R) stetiger linearer Operator. Dann gilt

1. Ist A surjektiv, so ist AT injektiv.
2. Ist A invertierbar, so auch AT.

3. Ist A symmetrisch, d.h. gilt (Af,g) = (f, Ag) fiir alle f,g € S(R), dann ist AT die
eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung von A auf S'(R).

Beweis. Sei A surjektiv. Dann gilt AW = ( genau dann, wenn fiir alle f € S(R) die Beziehung
0= (AT, f) = (¥, Af) gilt. Da Af aber ganz S(R) durchliuft, folgt daraus ¥ = 0 und A7
ist injektiv.

Ist A invertierbar, so gilt AT¥ = & genau dann, wenn fiir alle f € S(R) (¥, Af) = (@, f) und
damit (¥, g) = (®, A~ 1g), dh. ¥ = (A7 gilt.

Die dritte Aussage ist dquivalent zur Dichtheit von S(R) in S'(R), eine Aussage, die wir hier
nicht beweisen wollen. ]

Korollar 1.3.8 (Fouriersche Inversionsformel). Die Fouriertransformation F* : §'(R) —
S'(R) ist ein Isomorphismus. Weiterhin gilt fir jedes ¥ € S'(R)

FIFEU =0, (1.3.14)

Da sowohl L'(R) als auch L*(R) in 8’'(R) eingebettet sind, bleibt anzumerken, daf die distribu-
tionelle Fouriertransformation mit der vorher definierten Transformation auf diesen Rdumen
ubereinstimmt.

Beispiel 1.3.9. Es gilt F*6, = 1, da

(FH0.fy = o T ) = PO = [ sde= ) s

17



1 Theorie der Fouriertransformation

In Verbindung mit der Stetigkeit der Fouriertransformation auf S’'(R) ergibt dies eine einfache
Charakterisierung fiir sogenannte 6-Folgen in L'(R).5

Beispiel 1.3.10. Sei g € L*(R) mit f x)dx = 1. Dann fiir g.(x) = %g(f)
ge — 0o in §'(R) fiir e — 0 (1.3.16)
da Fg. = Flg](e£) — 1 in S'(R) gilt. Fiir letzteres nutzen wir, dafl Fg beschriankt und stetig

ist, sowie F¢(0) = 1 gilt, da dann mit dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz

11m/ Flgl(e€) £(£)de = /hmf (e€) f(£)dE = /f (1.3.17)

\|<||9H1

fiir alle f € S(R) (sogar f € LY(R)) gilt. O
Fiir das folgende bezeichne
Ou(R) :={g € C®(R)|VkIN, : dFg(x)(1+ 22)"N/2 € L*(R)} (1.3.18)

die Menge der schwach wachsenden Funktionen. Dann ist zu jedem f € S(R) und jedem g €
Ou(R) das Produkt fg € S(R) und der Multiplikationsoperator beschrénkt. Transponieren
liefert

(g9, f) = (¥, 9/) (1.3.19)
und definiert das Produkt g¥ € S’(R).

Insbesondere sind damit die Operationen der Translation 7, und der Modulation M, aus
Abschnitt 1.1 auch fiir temperierte Distributionen definiert. Die Beziehung F* o Ty, = My, o
FErund Fto My, =Ty 0 F* iibertrigt sich direkt. Ebenso erhilt man F* oD = FX o F*.
Damit konnen wir weitere Beispiele angeben.

Beispiel 1.3.11. Sei x € R. Dann gilt

FE0,.](&) = FETL[00](€) = My,1 = eF2mie¢ (1.3.20)
und damit
FE[cos(2mazx)] = L —{_26_a und  FE[sin(2max)] = :F(Sa _215_a, (1.3.21)
sowie
Q_ZFiX[—aval = ﬂ;a : 6 g — 0] = % = sinc 2a&. (1.3.22)
Dabei bezeichnet sincz = % den sinus cardinalis. O

Setzt man O.(R) = FOu(R) C S’(R), so kann man die Faltung fiir temperierte Distributionen
durch
FEO * U] = FH@)FH[V] (1.3.23)

®Das eriibrigt nicht das Losen von Aufgabe 1.7, da wir dies ja fiir die Fouriersche Inversionsformel gebraucht
haben. ..
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1.3 Temperierte Distributionen

fir ® € O.L(R), ¥ € §'(R) definieren. Sind beide Distributionen regulér, so gilt

fro@ = [ fwate - )y (1321)
ist eine regulér, die zweite ein Maf, so erhédlt man entsprechend
px ge) = / 9(x —y)du(y), (1.3.25)

vorausgesetzt die Integrale existieren.® Distributionen aus O,(R) werden als schnell fallend
bezeichnet.

Beispiel 1.3.12. Es gilt 6g« ¥ =WV und ¢, « ¥ =T, V. O
Beispiel 1.3.13. Es gilt (0%5)) * ¥ = 0. O
Proposition 1.3.14. Faltung mit einer O.(R)-Distribution ist stetig auf S'(R), d.h. gilt ¥,, —
U in S8'(R), so folgt fir jedes ® € OL(R), daff  x V,, — O« U strebt.

Bewers. Folgt direkt aus der Stetigkeit der Fouriertransformation und der Stetigkeit des Mul-
tiplikationsoperators mit einer Oy, (R)-Funktion. ]

Falten glattet. Das bestmogliche Ergebnis liefert nachfolgendes Lemma.
Lemma 1.3.15. Sei ¥ € S'(R). Ist f € S(R), so gilt f¥ € OL(R) und f* V¥ € Op(R).

Beweis. Zum Beweis benotigen wir eine Darstellung fiir f « W. Nehmen wir vorerst an, ¥ = g
sei regulédr. Dann gilt

frg= /_OO fx —y)g(y)dy = (9. T..f)

wobei f(z) = f(—z) gesetzt ist. Da die rechte Seite fiir alle Distributionen ¥ € S(IR) definiert
ist, kann man ¥ * f(z) = (¥, T, f) definieren. Wir zeigen, daf8 die so definierte Funktion zu
O (R) gehort und sie F[¥ « f] = F f FV erfiillt.

Schritt 1: W * f ist stetig. Es gilt fiir alle f € S(R)
Pre(Tuf — f) = | X"T,D" f — X*Df|| = | Th(X + h)*Df — X*D f|,

k—1
k .
< |TX*D'f — XFDUfl +h Y (]) IX'D'f|y =0,  h—0

j=0
unter Ausnutzung der Stetigkeit im Mittel. Also gilt T;, — 0 punktweise auf S(R) und damit
Wk o+ h) = U f@)] = (O BT~ TH 0, h—0

Weiter gilt mit einer endlichen Indexmenge J

s f(@)] = (0T < D € FTf ()l = Y crall €+ 2) 0 F(E)lloe-

(k,l)ed (ke

5Die Existenz wire noch zu zeigen...
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1 Theorie der Fouriertransformation

Der letzte Ausdruck ist ein Polynom in x.

Schritt 2: Differenzierbarkeit. Dazu nutzt man

in Verbindung mit Schritt 1. Insbesondere folgt damit, daf§ alle Ableitungen von ¥ * f poly-
nomial beschrankt sind, also ¥ * f € Op(R) gilt.

Schritt 3: Da insbesondere das oben definierte ¥ x f in S’(R) liegt, kénnen wir seine Fourier-
transformation berechnen. Es gilt fiir alle h € S(R)

o0

(]—“[\I!*f],h>:<\lf*f,fh>:/_oo [\I/*f](x)]—"h(x)dx:/ (W, T, /YFh(z)dx

(o[ )
[f1F Y]

(z — y)]—"h(m)dx> = (U, f % Fh) = (FU, F~[f] h)
= (F h

h)

da die das innere Integral definierenden Riemannschen Summen in S(R) gegen die Faltung
konvergieren.” [

Korollar 1.3.16. Oy (R) ist dicht in S'(R).

Beweis. Wihlen wir ein g € S(R) mit F[g](0) = [*_g(z)dz = 1, so gilt mit g.(z) = 1g(2)
wegen Beispiel 1.3.10 g. * U — U fiir alle ¥ € S'(R). Es gilt aber g. * ¥ € Oy (R). O

Fiir eine Distribution ¥ € S’(R) definiert man den Tréger supp ¥ als die (abgeschlossene)
Teilmenge von R, auf der ¥ von Null verschieden ist, d.h.

x ¢ supp ¥ = de > 0V € C5°(Ue(x)) = (¥, ¢) =0. (1.3.26)
Lemma 1.3.17. Sei ¥ € §'(R). Ist supp VU kompakt, so gilt ¥ € O.L(R). Dariberhinaus ist
FHU(z) = (U, eT9(¢)) (1.3.27)
fiir ein (jedes) ¢ € Cg°(R) mit ¢(§) = 1 auf supp V.
Beweis. Da O (R) dicht in §'(R) ist, kann man sich auf U € C§°(R) beschranken. Dann ist
die Aussage aber offensichtlich. a
Aufgaben

Aufgabe 1.17. Sei g € L}, (R) mit g(x)(1 + 2?)~"/2 € L'(R) fiir ein hinreichend groBes N.
Gilt

(9./)=0  VfeSR), (1.3.28)
so folgt g = 0.

"Wire noch nachzurechnen. . .
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1.4 Die Poissonsche Summationsformel und Fourierreihen

Aufgabe 1.18. Sei g € L'(R) man zeige, dafl dann die Fouriertransformation Fg im Sinne
von Abschnitt 1.1 und die distributionelle Fouriertransformation Fg iibereinstimmen.

Aufgabe 1.19. Man berechne Fp fiir ein Polynom p(z) = Z?:o a;x? vom Grad n.
Aufgabe 1.20. Sei ¥ € S'(R). Man zeige, daf dann ein Maf§ 4 € M(R) (eine Funktion f €
LP(R), p € (1,00)) und ein Differentialoperator P(z,d,) = >_;_, pr(x)0F mit polynomialen
Koeffizienten existiert, so daf3

U = P(z,0,) (U = P(z,0,)f) (1.3.29)

gilt. (Hinweis: Beschranktheit von ¥ nutzen, um mit Rieszschem Darstellungssatz p (bzw. f)
zu konstruieren.)

Aufgabe 1.21. 1. Sei ® € O/(R). Zeige, dal 20"V € O.(R) fiir alle k und /.
2. Sei @ € O.(R) und ¥ € S'(R). Zeige, daf dann
0,(® % T) = (9,D) * T (1.3.30)
gilt.
Aufgabe 1.22. Sei ¥ € S'(R).
a) Zeige, daB x¥ = 0 genau dann gilt, wenn ¥ = ¢dy mit einem ¢ € C gilt.

b) Analog folgere man, dal z**'¥ = 0 genau dann gilt, wenn ¥ = p(D)d, mit einem
Polynom p vom Grad £ gilt.

Hinweis: Es gilt folgender Satz: Jede Distribution ¥ € S'(R) mit supp ¥ C {a} fiir ein a € R
besitzt die Darstellung ¥ = »"7_, cx0%, mit Konstanten n € Ny, ¢; € C.

1.4 Die Poissonsche Summationsformel und Fourierreihen

Eine Distribution ¥ € S’(R) heifit a-periodisch (a > 0), falls
T, =V (1.4.1)
gilt. Periodische Distributionen sind durch Fourierreihen darstellbar.

Satz 1.4.1. Sei ¥ € S'(R). Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:

1. W ist a-periodisch.
2. FU =3, cklpa—1 mit Koeffizienten ¢, € C, |ci| < C(1+ k*)N/2.

8. U=>3 cre 2™k it Koeffizienten ¢y, € C, ] < C(1+ k2N,
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1 Theorie der Fouriertransformation

Beweis. Da T,V = ¥ gilt, folgt M,FV¥ = FV¥ und damit
(e*m* — 1) FU = 0. (1.4.2)

Da der erste Faktor genau bei ax € Z einfache Nullstellen besitzt, folgt (vgl. Aufgabe 1.22)

FU =" g (1.4.3)
kEZ

mit Koeffizienten ¢, € C. Die polynomiale Schranke folgt aus der Stetigkeit von FW.

Umgekehrt erfiillt jede derartige Distribution Gleichung (1.4.2) und nach Anwendung der
Fouriertransformation erhélt man eine a-periodische Distribution.

Die dritte Aussage entspricht der zweiten nach Anwendung der Fouriertransformation. O]

Wir wollen vorerst einen wichtigen Spezialfall betrachten. Sei wiederum a > 0 die Periode und

Ao=) du €S (R) (1.4.4)

keZ

der Dirac-Kamm zur Gitterweite a. Dann ist A, sowohl unter T, als auch unter M,-1 invariant.

Korollar 1.4.2 (Poissonsche Summationsformel). Es gilt F*A, = a*A,-1. Insbesondere
ngt f‘iAl = Al-

Beweis. Da A, unter M, invariant ist, ist FA, eine a~!-periodische Distribution. Anwendung
des vorigen Satzes liefert, daf3

Fho = c(a)der = c(a)Ag (1.4.5)

keZ

mit einem einheitlichen ¢ = ¢(a) gilt. Es bleibt diese Konstante zu berechnen. Dazu beachten
wir, dafl A, durch Skalierung aus A; hervorgeht. Da F[f(ax)] = 1/aF[f](z/a) gilt, muB
c(a) = ¢/a fiir eine von a unabhéngige Konstante gelten.

Beachten wir nun, daf§ aA, — 1 fiir a — 0 gegen das Riemann-Integral

(L f) = /_Oo f(z)dz (1.4.6)

konvergiert und andererseits A,-1 — dp fiir a — 0 gilt, so folgt ¢ = 1 und damit die Behaup-
tung. O

Um die Aussagen iiber Fourierreihen zu komplettieren, benttigen wir noch eine Vorschrift

zur Berechnung der Fourierkoeffizienten. Dazu nutzen wir die Idee der Periodisierung einer
Distribution / Funktion. Sei f € L'(R). Dann sei

I f(x) = f(z - ka). (1.4.7)

kEZ
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Wegen
a/2 a/2 9)
/ I, f(z)dx = Z flz — ka)dzx = / f(z)dx
—a/2 ez 7 —a/2 —00

konvergiert diese Reihe in L'(—%, %) und ||IL,|| = 1. Setzt man f € S(R) voraus, so konvergiert
die Reihe gleichméfig iiber [—§, §]. Ist f € O,(R), so kann man II,¥ = A, * ¥ definieren.

2
Wir suchen eine Funktion f € S(R), so da I, f = 1 gilt. Ist dann ¥ € S'(R) eine a-periodische
Distribution, so gilt ¥ =II,(f¥) und f¥ € O.L(R), vgl. Aufgabe 1.23.

Lemma 1.4.3. Sei f € L*(R). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

LT, =1,
2. F[f1(0) = a und F[f](ka™t) = 0 fir k € Z\ {0}.

Beweis. Es gilt A, * f = 1 genau dann, wenn a ‘A, 1+ Ff = § gilt. Damit mufl aber
Ff)(ka™t) = 0 fiir alle k € Z \ {0} und F[f](0) = a gelten. O

Damit ergeben sich nun Formeln fiir die Berechnung der Fourierkoeffizienten. Es gilt

Satz 1.4.4. Sei U eine a-periodische Distribution. Dann gilt

U= e e ke (1.4.8)

keZ

als 8'-konvergente Reihe mit Koeffizienten
1 -
cr = (T, po(x)e?™h) (1.4.9)
a
(wobei ¢, € S(R) die Bedingung l,¢, =1 erfiillt.)

Beweis. Wir nutzen Satz 1.4.1. Damit gilt FV =}, cxd,-1;. Um den Koeffizienten ¢, zu
extrahieren, miissen wir damit FW¥ auf eine Testfunktion f, anwenden, die genau an den
Stellen a~'¢ fiir ¢ € Z \ {k} verschwindet und an der Stelle & den Wert 1 annimmt. Nach
Lemma 1.4.3 ist aber gerade a='7},-1,F ¢, so eine Funktion, also

cr=a YFU T, 1, F ¢o) = a (FU, F My-1,04)
— a’l(\IJ, My-1300) = a’l(\lf, ¢a(x)e2”i“71kx).

[]

Bemerkung: Mit dhnlicher Argumentation kann man fiir ¥ € Oy(R) (d.h. ¥ € C*°(R) und
U a-periodisch) die Eulersch-Fourierschen Formeln fir die Fourierkoeffizienten ableiten. Da
dann W glatt ist, kann man ¢, € §’'(R) mit supp ¢, kompakt und I1,¢, = 1 wéhlen (und die
Anwendung macht, andersherum gelesen, immer noch Sinn). Speziell fiir ¢, = X[—q/2,a/2) folgt

IR -
k= —/ W (x)e?™e ke dy, (1.4.10)

aJ_q)2
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Korollar 1.4.5. Ist f € L*(—%,%) eine a-periodische Funktion, so gilt

fla) =" cpe2mie ke (1.4.11)

kEZ
als in LQ(—%, %) konvergente Reihe mit
1 “/? 2mia " L kx -1 —omia— 1k
Cr = - f(x)e de=a""(f]e )L2(—a)2,a/2)- (1.4.12)
—a/2

Beweis. Die Darstellung als in §” konvergente Reihe liefert obiger Satz. Da wegen

a/2
2mia  k—Oa gy — O 2miaTi(k-02]9/2 1.4.13
/_me T om0 o e

fiir k¥ # ¢ und entsprechend ... = a fiir k¥ = ¢ die Funktionen z — a Y/2e2™a "5 gin Or-

thonormalsystem bilden, ist die Reihe auch im Hilbertraum L?*(—a/2,a/2) konvergent. Die
Eindeutigkeit des Grenzwertes (zusammen mit der stetigen Einbettung der periodischen Fort-
setzung von L?*(—a/2,a/2) in §'(R)) liefert die Behauptung. O

Die Hilbertraumtheorie liefert unmittelbar noch folgende Beziehung:

Korollar 1.4.6. Ist f € L*(R) eine a-periodische Funktion, so gilt die Parsevalsche Gleichung

a/2
| lr@pds= o Sl (14.14)

—a/2 keZ

Aufgaben

Aufgabe 1.23. Sei ¢ € S(R) eine Funktion mit I1,¢ = 1. Dann gilt fiir jedes a-periodische
U e S'(R)
I, (¢, V) = W. (1.4.15)

Aufgabe 1.24 (Poissonsche Summationsformel). Sei f € S(R). Man zeige, dal dann

S FIf(@+ka) =atY e (o k). (1.4.16)

keZ keZ

und insbesondere

> Flfltka) =a™' Y fla™'k) (1.4.17)

keZ keZ

gilt.

Aufgabe 1.25. Man nutze die Poissonsche Summationsformel um folgende Reihen zu berech-
nen

- 1 mia " kx —
a) Z e b) ZeQ R sinc(a™'k)
n=0 kEZ
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Aufgabe 1.26. Die Riemannsche -Funktion ist durch die Reihe
I(a) =) e (1.4.18)
n=1

definiert. Man nutze die Poissonsche Summationsformel, um die Funktionalgleichung

1+29(x) 1
1+20(1/z)  Va (1-4.19)

Zu zeigen.

Aufgabe 1.27 (Shannon-Nyquist-Sampling-Theorem). Sei ¥ € S'(R) eine temperierte
Distribution mit supp F¥ C (—%,2).8 Dann gilt ¥ € Oy/(R) und

U(x) = sinc(ax) * Z U(a k)by-1y = Z U(a 'k)sinc(az — k) (1.4.20)

als in &’ konvergente Reihe.

Gilt zusitzlich |¥(z)| < (1 + 22)792, so konvergiert die Reihe lokal gleichmiBig.

8Wir fordern das der Triiger von FW¥ abgeschlossenes Teilintervall ist, also F¥ an beiden Randpunkten +3
verschwindet. Will man supp FW¥ = [—§, §] zulassen, so benétigt man eine Glattheitsvoraussetzung an FW¥

an den Randpunkten.
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2 Phasenraumanalysis

Nachdem wir im Kapitel 1 nicht zwischen der Fouriertransformation F und ihrer Inversen F !
unterschieden haben, wollen wir von nun an eine Unterscheidung festlegen. Sei f : R — C ein
Signal. Dann sprechen wir von der Zeitdarstellung f = f(x) (bzw. f = f(t)) des Signals und
nennen

£(&) = F[£1(9) (2.0.1)

seine Frequenzdarstellung. Es soll nun untersucht werden, inwieweit man beides kombinieren
kann. Ziel ist also, Methoden zu untersuchen, die gleichzeitig beide Darstellungsmoglichkeiten
kombinieren, also Aussagen zu treffen, die sowohl “fiir ein bestimmtes x-Intervall” als auch
“fiir ein bestimmtes Frequenz- (£-) Intervall” gelten.

Weiterhin wollen wir uns im folgenden im wesentlichen auf Signale endlicher Energie, d.h. auf
f € L*(R), beschrénken. Nach dem Satz von Plancherel wissen wir, daf8 die Fouriertransfor-
mation F ein unitirer Operator auf L?(R) ist, also || f]la = || ]2 gilt.

2.1 Die Heisenbergsche Unscharferelation

Dem Wunschdenken sind schnell Grenzen gesetzt, wie folgendes Lemma zeigt:

Lemma 2.1.1. Sei ¥ € S'(R) mit supp ¥ kompakt und supp FV kompakt. Dann gilt ¥ = 0.

Beweis. Durch Skalierung kénnen wir supp W C (0,1) erreichen. Wir setzen ¥ 1-periodisch
fort und entwickeln in eine Fourier-Reihe. Dann gilt

Hl\Ij — E :Cne27rmz
n

mit Koeffizienten (wobei I11¢; = 1 gefordert sei)
Cp = <H1\I]7¢1e—27rinz> — <\Il’e—27rinx> — .7-"\11(—71)

und damit ¢, = 0 fiir |n| > N mit einem N € N. Also ist U ein trigonometrisches Polynom
U — Z CneQﬂinx'
In|<N
Das einzige trigonometrische Polynom mit kompaktem Tréger ist die Nullfunktion und der

Bewelis ist beendet. O

Es kénnen also eine Funktion f € L*(R) und ihre Fouriertransformierte nicht beide beliebig
lokalisiert sein. Eine erste genaue Formulierung dieses Sachverhalts liefert nachfolgender Satz.

Wir setzen dazu X f(z) = zf(z) und Ef(€) = £f(€).
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2 Phasenraumanalysis

Satz 2.1.2 (Heisenberg-Pauli-Weyl’sche Unschiirferelation). Sei f € L?(R). Dann gilt

A 1
ICX = 20) fllz (E = &o) fll2 = o~ I1£13. (2.1.1)

Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn f ein Vielfaches von

o2mibo(z—x0) g —m(z—20)/c (2.1.2)
mit ¢ > 0 ist.

Wir fithren den Beweis in mehreren Teilschritten. Fiir zwei lineare (und moglicherweise unbe-
schriankte) Operatoren eines Hilbertraumes H sei

[A,B] = AB — BA (2.1.3)

ihr Kommutator. Ist [A, B] # 0, so liefert das folgende Lemma die Kernaussage des Sat-
zes 2.1.2.

Lemma 2.1.3 (abstrakte Unschérferelation). Seien A und B selbstadjungierte Operato-
ren eines Hilbertraumes H, so gilt

(A~ II(B~b)7] > 5114, BIf | 1) (21.4)

fiir alle a,b € R und alle f € Dom(AB) N Dom(BA). Gleichheit gilt dabei genau dann, wenn
(A—a)f =ic(B —0b)f fir ein c € R.

Beweis. Es gilt [A,B] =[A—a,B—b] = (A—a)(B—->5b)— (B —"0)(A—a) und damit

(A, BIf1f) = ((A=a)(B—b) = (B-b)(A—a))f | f)
=((B=bf|[(A=-a)f) = (A=a)f | (B-b)f)
=21lm ((B-b)f | (A—a)f),

so dafl mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

(A, BIF [N < 2[((B=b)f | (A=a)f)| <2[(A=a)f[ (B =b)fll

folgt. Gleichheit gilt dabei genau dann, wenn einerseits ((B—b)f | (A—a)f) rein imaginr ist
und andererseits fiir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (A — a)f = A(B — b) f mit einem
A € C gilt. Diese beiden Aussagen implizieren A = ic mit ¢ € R. m

Als Operatoren wéhlen wir nun die (unbeschrinkten) Operatoren X und D = FEF~ auf
L*(R),
1
Xf@)=ef@) wd  Df(r) = f(x), (2.1.5)
i
grofiter gemeinsamer Definitionsbereich ist dabei

{feL’(R) | zf(x), f'(z),2f'(z) € L*(R) }. (2.1.6)
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2.1 Die Heisenbergsche Unschérferelation

Weiterhin gilt
1 , , 1
- = — = —— ) 2.1.
—(2f' () — (@f) (@) = 5 f(2) (2.1.7)
Beide Operatoren hingen eng mit den Operationen der Translation 7, und der Modulation
M zusammen. Es gilt

(X, D1 f(x)

d d
— M, =2miX und — M, =2miDf. 2.1.8
T g M| = 2D 213

Beweis zu Satz 2.1.2. Angenommen f gehort zum Definitionsbereich von X, D, DX und X D.
Dann folgt wegen [X, D] = 271 aus Lemma 2.1

1 1
SR = 510 DI A< X = a)fl (D = 6) 1 (2.1.9)
Mit dem Satz von Plancherel schreiben wir den zweiten Faktor um als
I(D =) fll2 = [F(D = b)fll2 = IE = b) ] (2.1.10)

ZF(€) = £f(€). Damit Gleichheit gilt, muB (D — b)f = ic(X — a)f fiir ein ¢ € R gelten. Dies
entspricht aber der gewthnlichen Differentialgleichung

ff=2ribf = —2mc(z — a)f, (2.1.11)

2mib(z—a) g—m(z—a)?/c gind. -

deren Losungen gerade die Vielfachen von e e
Wir wollen noch einige alternative Formulierungen der Unschérferelation angeben. Fiir f €

L*(R) mit || f|l2 = 1 definieren wir die Standardabweichungen bzw. Varianzen

Ajx =inf ||(X — x¢) f||2 = inf </00 (z — xO)Q‘f(g;)de) ’ (2.1.12)
und 1
A=t - ol =inf ([ (€ - aPlitoPac) (2113

Dann erhélt man die wohl bekannteste Formulierung der Unschérferelation:

Korollar 2.1.4 (Heisenbergsche Unschérferelation). Fir alle f € L*(R) mit ||f]ls = 1

gilt
1
ANpx - ANpE > —. 2.1.14
A N ( )
Korollar 2.1.5. Sei f € L*(R). Dann gilt
1
IXFl5+IDAIlz = 51 (2.1.15)

Gleichheit gilt genau dann, wenn f(z) = ce™ ™

Beweis. Wir nutzen 2ab < a?+b? und wenden sie auf Satz 2.1.2 mit 2y = & = 0 an. Gleichheit
gilt genau dann, wenn a = b. O
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2 Phasenraumanalysis

Bemerkung: Die letzte Aussage entspricht einer Einbettungsrelation zwischen Funktio-
nenriumen. Definiert man den Banachraum H(R) als Abschlufi von S(R) in der Norm

15 = [ (1H@PF +17@)) s (2.1.16)

so gilt HY(R) — L*(R).

2.2 Zeit-Frequenz-Lokalisation

Sei f € L*(R) gegeben. Seien weiter T, C R Mengen endlichen Mafles, |T'], |Q| < co. Dann
kann man die Projektionsoperatoren

Prf(x) = xr(x)f(z) (2.2.1)

mit der charakteristischen Funktion

1, zeT,
Xr(z) = {0, v dT (2.2.2)
und entsprechend X
Qaf(x) = Flxal§)f(§)] = FPoF " f (2.2.3)

betrachten. Beide Projektionsoperatoren sind orthogonal in L?*(R) und es gilt fiir ihre Verket-
tung

QaPrf(x / A / —2mit £() dtdw. (2.2.4)

Da mit der Hélderschen Ungleichung L*(T) C L*(T) fiir |T'| < oo gilt, kann man den Satz von
Fubini anwenden und erhalt die Darstellung

QaPrf(x // mile=twdy f(t)dt = /th (2.2.5)

als Integraloperator. Wir zeigen K € L*(R x T'), der Operator ist also Hilbert-Schmidt.! Es
gilt

3
1QaPrllas < Qo Pyllns — ( JRERRE: ®dt)
RxT

1
2 1 1
= ([ 1maliar)” = e
T

da sowohl die Translation 7} als auch die Fouriertransformation F unitar sind.

Wir konnen dies ausnutzen um eine neue Version der Unschéarferelation zu formulieren. Wir
sagen, die Funktion f sei e-konzentriert in 7', falls

1f = Prfll2 < €l £l (2.2.6)

'Ein Operator K : L?(R) — L?(R) ist ein Hilbert-Schmidt-Operator genau dann, wenn er als Integraloperator
mit einem Kern K € L?(R?) geschrieben werden kann.
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2.2 Zeit-Frequenz-Lokalisation

und entsprechend f e-konzentriert in €, falls

If = Qafllz < €l f[l2 (2.2.7)

gilt. Ist f sowohl auf T als auch auf 2 e-konzentriert, so heifit f auf 7' x ) e-konzentriert. Es
kénnen nicht gleichzeitig T" und €2 klein sein.

Satz 2.2.1 (Unschirferelation nach Donoho und Stark). Sei 0 # f € L*(R) und gelte
fir T,Q2 C R dafs

If = Prflls <erllfle und  [If = Qafll2 < eall fl2- (2.2.8)

Dann gilt
T/ > (1= er — €a)”. (2.2.9)

Beweis. Es gilt
If = QaPrflz < |If = Qaflz + 1Qalf — Prfllz < (ea + er)|[ f]2

da ||Qql|2—2 < 1. Also folgt insbesondere
1QaPrflla = [|fll2 = IIf — QaPrfll2 > (1 —er — ea)| fll2-

Nun haben wir oben die Operatornorm [|QqPr|ls—s < |T|2 |2|2 abgeschitzt, es folgt also

(1= er — e)|I fll2 < 1QaPrfll2 < 1912 ITI2]| £

und der Beweis ist beendet. O

Will man also Funktionen f € L*(R) aus Bausteinen zusammensetzen, die im Phasenraum
R, x R¢ in gewissen Gebieten T' x €2 konzentriert sind, so mufl der Fldcheninhalt des Gebietes
|T x Q| > 1 grof} genug sein.

Wir wollen Operatoren betrachten, die eine Funktion f € L?*(R) auf einen derartigen Baustein

projizieren. Ein erster Kandidat wire QqPr oder PrQq. Da [Qq, Pr] # 0 gilt (warum?)
handelt es sich nicht um Projektionsoperatoren im eigentlichen Sinne.

Etwas abstrakter sei a(z,£) € L*(R, x R¢) eine Funktion auf R, x Rg, als spezielles Beispiel
moge man an a(z, &) = xr(z)xa(§) denken. Dann liefert der Operator

o

K,:L*R) > f— Af(z) = / X8z, €)f(€)d¢ € LA(R) (2.2.10)

eine Verallgemeinerung von PrQq. Durch Anwendung des Satzes von Fubini erhalten wir
wieder eine Darstellung als Integraloperator

[e.e]

K, f(x) = /00 K. (z,y)f(y)dy, K, (z,y) = / eQ”i(w_y)ga(x,ﬁ)df. (2.2.11)

oo

Proposition 2.2.2. Sei a € L*(R, X R¢). Dann ist K, Hilbert-Schmidt-Operator auf L*(R)
und es qilt
[Kallawz < [[Kallus = lla(z, &)l 2 xr). (2.2.12)
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2 Phasenraumanalysis

Beweis. vgl. Aufgabe 2.3. O

Korollar 2.2.3. Gilt fiir ein 0 # f € L*(R) und ein a € L*(R, x R¢) die Abschiitzung
If = Kafll2 < €|l fll2; so folgt [lall2 = 1 +e.

Operatoren dieser Bauart wollen wir als Pseudodifferentialoperatoren bezeichnen. Beschrieben
werden diese Operatoren durch ein Symbol a(z,§), welches eine Funktion im Phasenraum
R, X R¢ ist. Die Zuordnung (2.2.10) wird als Kohn-Nirenberg-Quantisierung bezeichnet. Dabei
ist im allgemeinen das Symbol a(x, £) nicht auf L2-Funktionen beschrinkt. Zum Beispiel kann
mittels Distributionentheorie fiir alle a(x,&) € S'(R, x R¢) ein zugeordneter Operator K,
S(R) — S'(R) definiert werden.?

Wir wollen noch eine Formel fiir die Verkettung zweier Operatoren und den adjungierten
Operator angeben.

Lemma 2.2.4. 1. Seien a,b € L*(R, x R¢). Dann gilt K, o K, = Ky, mit dem Leibniz-
produkt

@& = [ [ a4 b+ y, vy (2.213)
der Symbole a(x,&) und b(z,§).
2. Seia € L*(R, X R¢). Dann gilt K = K,- mit

0 (2,€) = /_ h /_ " e g 5 g € 1 n)dydn. (2.2.14)

Beweis. Sei f € L*(R). Dann gilt?
Kofafa) = [ [~ ememamg) [~ [ ememy sy

/ / (2ri(e—2)n [/ / M@ VEN g (2 \b(y, m)dydé | F(2)dzdy

und damit (nach Andern der Bezeichnungen)

ath(z,€) = / / e @09 o2, )b(y, €)dydn
- /OO /°° e ™a(z, & 4 n)b(x + y, £)dydr.

Fiir die Darstellung des adjungierten Operators nutzen wir fiir f,g € L*(R)

(Kaf | g) e / / / e%i(x_y)ga(x,§)f(y)dyd§de
:/ f(y)/ / e~ 2mi@—v)¢q(x, £)g(x)daxdldy

2An dieser Stelle nutzt man zum Beispiel die Tensorproduktstruktur des Raumes S’(R?), d.h. die Menge
der Tensorprodukte ®(z) ® ¥(y) mit ®, ¥ € S'(R) ist dicht in §'(R?), zusammen mit der Stetigkeit der
Zuordnung a — K,.

3Die Integrale exitieren nicht alle im Lebesgueschen Sinne. Man kann wieder wie bei der Definition der Fou-
riertransformation vorgehen und f, g € S(R), sowie a,b € S(R?) voraussetzen. Dann sind alle Umformungen
erlaubt und ||afib||a < ||a||2]|b||2 erlaubt die stetige Fortsetzung.
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2.2 Zeit-Frequenz-Lokalisation

:/_ /_ P20 (y, €)g(y)dydé.

Die Rolle von x und y hat sich also vertauscht. Um wieder einen Ausdruck in Kohn-Nirenberg-
Quantisierung zu erhalten, nutzen wir die Fouriersche Inversionsformel und gruppieren die
Integrationsreihenfolge um.

o= [ [ ety [ ey
_ / ) / e { / ) / ) eQ’ri(x_y)(g_”)mdde} g(2)d=dy

und damit

Nun ergibt sich

a*(r,&) = / / e 2= 0=8 gy, n)dydn = / / e 2Wg(y + x,n + €)dydy.

—00 [e.o] —0o0 o0

]

Die Kohn-Nirenberg Quantisierung hat einen entscheidenden Nachteil, reellen Symbolen
a(z,€) € R entsprechen keine selbstadjungierten Operatoren K, (wie es zum Beispiel not-
wendig ist, um Quantenmechanik zu betreiben). Einen Ausweg bietet die Weyl-Quantisierung

Lot L*R) > f — Lof(z / / e2miE=v)Eg (x;y g) Fly)dyde € LA(R)  (2.2.15)
fiir a(z, &) € L*(R, x Re).

Lemma 2.2.5. 1. Seia € L*(R, x R¢). Dann gilt L} = Lz. Insbesondere ist L, selbstad-
Jungiert genau dann, wenn das Symbol a(x,§) reell ist.

2. Seien a,b € L*(R, X R¢). Dann gilt fiir die Verkettung L, o Ly = Loy, mit der twisted
convolution

atb(x, &) = 4/00 /OO /00 /00 e~ 4mM0==CW) g (z 4y, E4n)b(z+2, E+C)dydndzd¢ (2.2.16)
der Symbole a(x,&) und b(z,§).

Beweis. Wir zeigen hier nur die erste Aussage. Seien f,g € L?(R). Dann gilt mit dem Satz
von Fubini

(Laf | 9) = /// e?mile=w)t (x+y> y)dydé g(z)
/ / / emiia ( —2}-y 5) g(x)dzd¢ dy = (f | Lag).
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2 Phasenraumanalysis

Sowohl Kohn-Nirenberg- als auch Weyl-Operatoren kann man nutzen, um Signale beziiglich
Zeit und Frequenz zu lokalisieren. Wir skizzieren hier nur die Idee. Man nutzt dazu eine
Zerlegung des Phasenraumes R, x R, in building blocks B; =T, x Q;, j € J,

R, xRe=| B, |BinB|=0k#(  |Bj|>1, (2.2.17)
jeJ
und eine lokal endliche Zerlegung der Eins,
1= a;(x,8),  a;(z,8) € LR, x Re), (2.2.18)
jeJ
so dafl der zugehorige Operator P; = K,; (bzw. P; = L,;) auf B; = T x §; e-lokalisiert, d.h.
1P f = P, Pifl| < el|Pfll - und  [|Pf = Qa, Pif[| < e[| P f| (2.2.19)

fir alle f € L*(R) gilt. (Fiir praktische Zwecke darf € € (0, 1) auch ‘gro’ sein.)

Zielstellung dabei ist es, dafl man f aus den Bausteinen P;f wieder zusammensetzen kann
(was zumindest fiir hinreichend schéne a;(z,§) aus > _; a;(z,§) = 1 folgen sollte) und, daf
man die Struktur des Raumes L?(R) dabei erhilt. Diese Wunschvorstellung ist in folgenden
Formeln zusammengefafit, sie gelten nicht immer, sind also fiir jede zu betrachtende Zerlegung
zu beweisen.

Zielstellung: Eine Zeit-Frequenz-Zerleqgung P;, j € J, sollte

1. Rekonstruierbarkeit von f

f=>Y_Pf

jeJ
als L?(R)-konvergente Reihe,

2. Lokalisationsoperatoren sollten ||P,F| < 1 und ||P,P, — P;|| < 1 erfiillen und
gleichméfig beschrankt sein,

sup || Pj[J2—2 < oo,
jeJ

3. Rekonstruierbarkeit der Norm aus den Normen der Bausteine, d.h.

ANFIE < D IBfII < BIFII
jeJ

sollte mit geeigneten Konstanten A, B > 0 gelten,

erfiillen.

Als Standardbeispiele von Zerlegungen seien hier drei genannt. Bekannteste ist die Littlewood-
Paley Zerlegung mit unendlichen Blocken der Form

Bjx =R, x £[2/, 2], jeZ+e{+ -} (2.2.20)

(oder £[27,271] x R¢). Derartige Zerlegungen spielen eine wichtige Rolle in der Untersu-
chung von Fouriermultiplikatoren und Differentialoperatoren in Sobolev- und Hélder-Raum-
en. Littlewood-Paley Zerlegungen sind einfach in dem Sinne, daf} sie weit entfernt von den

34



2.2 Zeit-Frequenz-Lokalisation

Grenzen sind, die die Unschérferelation auferlegt. Blocke der Fliache 1 erhélt man dagegen
fiir folgende beiden Zerlegungen. Von Wavelet-Zerlegungen spricht man, wenn die Bausteine
(Heisenberg tiles) die Form

Bjps =[k277, (k+1)277] x £[27,27"Y),  jke€Z +€{+, -} (2.2.21)
haben, Gabor-Zerleqgungen erhélt man fiir
Bjy=[j,j+1] x [k,k+1],  j k€L (2.2.22)

Letztere werden im Kapitel 3 eine entscheidende Rolle spielen.

Aufgaben

Aufgabe 2.1. In Aufgabe 1.16 wurden die Hermite-Funktionen ¢y (z) = (X — iD)*¢q(x),
wobei ¢(z) = e™™ der normalisierte Gauf-Kern ist, eingefiihrt.

a) Sei € € (0,1). Man gebe ein N = N(k) an, so daB} ¢x(z) auf dem Intervall [N, N]|
e-konzentriert ist.

b) Wie verhilt sich das optimale N (k) fiir & — oo?

Aufgabe 2.2. Seien ¢y (z) = mm(m’) die normalisierten Hermite-Funktionen.

a) Dann gilt fiir alle f € L?(R) die Darstellung

= (f1n)i(x
k=0

sowie die Parseval-Identitat

1A= 1(f 1)
k=0

b) Zeige: Die Projektion

Pey : LA(R) 3 f = Z(f | 1)k (x) € L*(R)

k<N

ist als Kohn-Nirenberg-Operator darstellbar. Wie lautet das zugehorige Symbol
p<n (2, )7

¢) Man diskutiere, inwieweit das erhaltene System eine Zeit-Frequenz-Zerlegung im Sinne
des letzten Abschnittes liefert.

Aufgabe 2.3.  a) Seien a(z,§) und b(z, &) Symbole, a,b € L*(R, x R¢). Dann gilt fiir die
Kohn-Nirenberg-Quantisierung a — K,

Koz = Ko+ AKy,.

Die Kohn-Nirenberg-Quantisierung ist also linear.
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2 Phasenraumanalysis

b) Zeige, daB fiir a € L?(R?)

1

o0 2
Ha(%y)HL?(R?) = (/ l|a(z, ')H%?(R)dl) = || Ha(xay)HLQ(Ry) HL?(RZ)

und damit L*(R?) = L*(R, L?(R?)) gilt. Begriinde damit, daf} fiir ein Kohn-Nirenberg-
Symbol a(z,£) und den Integralkern K, (z,y) des zugehorigen Kohn-Nirenberg-
Operators

la(z, 2 = || Ka(z, )2

und damit ||a(z, &)||z = || Kal||lus gilt.

c) Kohn-Nirenberg-Quantisierung ist eine Isometrie zwischen dem Raum Z,(L*(R)) der
Hilbert-Schmidt-Operatoren und dem Raum der Symbole L*(R, x Ry).

d) Fiir a,b € L*(R, x R) gilt
|lagbl]2 < [all2 [[b]]2-
Aufgabe 2.4. Sei f € L*(R) in T' x Q C R, x R¢ e-konzentriert. Dann ist T, M, f in
(T4+a)x (Q4+b0)={(r+a,{+b)|zeT, £}
e-konzentriert. Weiterhin ist fir A > 0 die skalierte Funktion fy(z) = f(Az) in
AT x (A ={(\ 'z, X)) |2 €T, £€Q}

e-konzentriert.
Aufgabe 2.5. a) Zeige: Im L?(R) ist durch die Menge der Haar- Wavelets

—2112 x e [k277,(2k +1)27771)

hjx(z) = ¢ 29/ v x € [(2k+1)27771 (K +1)277]
0 , sonst

zu j, k € Z ein Orthonormalsystem definiert.

b) Man skizziere zugehorige building blocks im Phasenraum R, x R, auf welchen diese
Basisfunktionen e-konzentriert sind.

¢) Das angegebene Orthonormalsystem ist vollstéandig.

d) Man diskutiere, inwieweit das erhaltene System eine Zeit-Frequenz-Zerlegung im Sinne
des letzten Abschnittes liefert.

2.3 Zeit-Frequenz-Darstellungen von Signalen

Von einer Zeit-Frequenz-Darstellung eines Signals f : R — C sprechen wir, wenn wir f eine
Funktion ¢(f) : R, x R¢ — C zuordnen, so dal zumindest in einem gewissen Mittelwertsinne
S(f)(z, &) den Anteil der Frequenz £ zum Zeitpunkt/Ort x darstellt. Die Unschérferelation ver-
bietet diese Idee zu ernst zu nehmen, trotzdem existieren einige Darstellungen, die zumindest
in groben Mafistdben sehr nahe an dem liegen was man von ihnen naiv erwartet.

Vorstellen kann man sich eine Zeit-Frequenz-Darstellung wie die in der Musik verwendete
Notenschrift.
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2.3 Zeit-Frequenz-Darstellungen von Signalen

2.3.1 Die gefensterte Fouriertransformation

Einen naiven Zugang zu Zeit-Frequenz-Darstellungen liefert die gefensterte Fouriertransfor-
mation. Dazu nutzen wir eine Fensterfunktion g und schneiden aus dem Signal f mittels g ein
Stiick heraus, bevor wir Fouriertransformieren. Die Darstellung héngt dann natiirlich von der
gewéahlten Fensterfunktion g ab. Wir wéhlen g in der Regel so, dal g in einer Umgebung von
x = 0 konzentriert ist.

Definition 2.3.1. Sei g € L*(R). Dann ist die gefensterte Fouriertransformation V,f von
f € L*(R) definiert durch

V,f(a,€) = / " Gl — )£ (y)dy = (f | McTg). (2.3.1)

—0o0

Elementare Eigenschaften der gefensterten Fouriertransformation ergeben sich direkt aus de-
nen der Fouriertransformation. Da sowohl f als auch ¢ als quadratintegrierbar vorausgesetzt
sind, ist das Produkt in L!. Das Integral ist damit im Lebesgueschen Sinne definiert.

Lemma 2.3.2 (Elementare Eigenschaften). 1. Seig € L?*(R). Dann ist die gefensterte
Fouriertransformation V, : L*(R) — L*(R*)NC(R?) ein beschrinkter linearer Operator,

Vaflloo < £ 12 1lgll2- (2.3.2)
2. Es gilt fiir alle f,g € L*(R)
Vil (@.6) = (| MTog) = (F | TeM_0g) = e>™V, f(€, —a)
= (T—:CM—Ef | g) = e_QNiISng(_x7 _E)
= (fITeM_49) = (M,T_f | §) = V(=€ o)
wobei f = F~f und § = Fg.

3. Fiir alle f,g € L*(R) gilt

gEIin Vof(z,6) =0 und xEIthloo Vof(z, &) =0. (2.3.3)

4. Sei f,g € L*(R). Dann gilt fiir alle y,n € R
Vof(x =y, & —n) = (f | Me—yTi—yg) = e%iygvg[TyManxa £). (2.34)
Beweis. Vgl. Ubung. O]

Von besonderer Bedeutung ist folgender Satz. Er entspricht dem Satz von Plancherel fiir die
gefensterte Fouriertransformation.

Satz 2.3.3 (Moyalsche Gleichung). Seien fi, f2, 91,92 € L*(R). Dann gilt

Vo f1 [ Voo f2) 122y = (f1]£2) (911 92)- (2.3.5)
Insbesondere ist V,, fi € L*(R?) und
Vo Fllr2@2) = |l £ll2[lgll2- (2.3.6)
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2 Phasenraumanalysis

Beweis. Sei vorerst f;,g; € S(R). Dann gilt mit dem Satz von Plancherel

Vo i | Vo o) 123y = / / V), Fo(2, €V, ol E)dnd

[ [ e sy [ et - o) s
/ / ORI >/ 92(y — 1) Foly) dyda
- / 2)da / ()T )

= (fi| f2) (91 | g2)-

Stetige Fortsetzung liefert die Aussage fiir f;, g; € L*(R). O

Insbesondere ergibt sich, daB fiir ||g||s = 1 die gefensterte Fouriertransformation V, : L*(R) —
V,(L*(R)) C L*(R, x R¢) unitér ist,

(ngl ‘ ngQ) = (fl ‘ f2) (2.3.7)
Damit ist aber der adjungierte Operator V; : L*(R, x R¢) — L*(R) linksinvers zu V.

Korollar 2.3.4 (Inversionsformel). Sei f € L*(R) und g1, g2 € L*(R). Dann gilt

1

f=—=VVal 2.3.8
Galo)”? (2:3:5)
das heifst
= Vo, [(x, &) M T, godxd€ 2.3.9
(92|91)/_oo/_oo o f (2.6 ML, ( )
im Sinne eines Pettis-Integrals.
Beweis. Sei h € L*(R) beliebig. Dann gilt
(e |0) = oo VaVid, 1) = . [Vl = (£
(92191) 7 (g2]g1) " (g2]g1) 77 %
und die Behauptung folgt. m
Bemerkungen.

1. Gilt V,f € L'(R, x R¢), so gilt die Inversionsformel

1 o0 o0
) = o / § / V(@ ) MeTgaly)dad (2.3.10)

als Lebesgue-Integral punktweise.
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2.3 Zeit-Frequenz-Darstellungen von Signalen

2. Im Allgemeinen kann man die Inversionsformel ndherungsweise verstehen. So gilt mit

fuly) = — ) / ) / V@ Mgl (2.3.11)

(92|

dann limy_ || fxv — f]l2 = 0.

Die gefensterte Fouriertransformation V, f(z, ) stellt eine (erste) Zeit-Frequenz-Darstellung
eines Signals dar. Sie besitzt viele optimale Eigenschaften (weshalb sie sich zu einem Standard
entwickelt hat), aber auch einige Nachteile, die die Arbeit mit ihr erschweren. Zu nennen wire
zuallererst die Abhéngigkeit von der Wahl des Fensters g. Auflosungseigenschaften héngen sehr
stark vom Fenster ab. Je nach Wahl des Fensters ‘verwischt’ die Zeit-Frequenz-Darstellung
im Zeit- und/oder Frequenzbereich. So kénnen bei Mehrkomponentensignalen durch Wahl
unangepafiter Fenster Komponenten bis zur Unkenntlichkeit verwischt werden.

Wir wollen zum Schlufl noch eine eher triviale Folgerung aus den Abbildungseigenschaften der
gefensterten Fouriertransformation ziehen. Analog zum Unschérfeprinzip nach Donoho und
Stark gilt

Korollar 2.3.5 (Unschirferelation fiir V,). Sei ||f|| = |lg]| = 1 und gelte fir ein B C
R, X Re und € € (0,1)

// Vo f(2,8)*dzdé > 1 —e. (2.3.12)
B

Dann gilt |B] > 1 —e.

Beweis. Da [V, f(z,6)] < [[fll2llgll2 = 1 gilt, folgt

1< / /B 1V, f(,€)Pdedg < |BI.
L]

Ahnlich zur Definition der Pseudodifferentialoperatoren kann man auch mit Hilfe der gefen-
sterten Fouriertransformation Operatoren definieren. Dazu fixieren wir zwei Fensterfunktionen
g1, 92 € L*(R) und setzen fiir ein Symbol a(x,&) € L®(R, x R¢)

A9 [2(R) S f o AT f = Vi laVy, fl, (2.3.13)

wobei V,, : L*(R) — L*(R, X R¢) die gefensterte Fouriertransformation mit dem Analysefen-
ster g1 und V;, L*(R, xR¢) — L*(R) die adjungierte Transformation zum Synthesefenster go
darstellt. Die Inversionsformel der gefensterten Fouriertransformation impliziert insbesondere
fiir g1 = go die Darstellung der identischen Abbildung AJY = I.

Die Zuordnung (a, g1, g2) — A9-92 ist multilinear und stetig, da

A5 la—2 < |lallco llg1]l2]lg2|2 (2.3.14)

gilt. Operatoren, die nach diesem Schema gebaut sind, werden in der Literatur als Lokalisati-
onsoperatoren (localisation operators) bezeichnet. Wir werden noch sehen, das diese Operato-
ren eng mit Weyl-Operatoren verkniipft sind.
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2 Phasenraumanalysis

Aufgaben

Aufgabe 2.6. Seien f,g € L*(R). Dann bezeichnet man Spec, f(z,£) = [V, f(z,£)| als Spek-
trogramm des Signals f zum Fenster g.

1. Man zeige, da$ fiir ||g||o = 1 das Spektrogramm eine energietreue Darstellung ist, d.h.
daB

/_ 1 (2)[2dz = /_ /_ Spec, (. &) Pdzde (2.3.15)

o0

gilt, und dariiberhinaus die Kovarianzrelation
SPng[MnTyf](xa 5) = Spngf(.T - yag - 77) (2316)
besitzt.

2. Sei g(z) = e ™" der normierte GauB-Kern. Zeige, daB dann die Fouriertransformation
F* angewandt auf f einer Drehung des Spektrogramms um £90° entspricht, d.h.

Spec, [F* f](z,€) = Spec, f (£, £x) (2.3.17)
gilt.
3. Man berechne (z.B. numerisch) das Spektrogramm folgender Signale

a) f(z) = cos(z?)e "’

b) f(x) = sinc(r) = 21z

™

und nutze dabei als Fenster i) den Gauf-Kern g(z) = e~™ und ii) die charakteristische
Funktion g(z) = X[-1/2,1/2 des Intervalls [-1/2,1/2].

Aufgabe 2.7. Sei g € S(R) und ¥ € §'(R). Dann kann analog durch
VoU(z, &) = F [g(- — z)¥] (2.3.18)
die gefensterte Fouriertransformierte der temperierten Distribution W definiert werden.
1. Man weise die Korrektheit der Definition nach und zeige, dafl V,¥ € C*°(R, x R¢) gilt.

2. Berechne fur

a) die Diracsche Deltadistribution U = ¢
b) den Dirac-Kamm ¥ = A,, a > 0

die gefensterte Fouriertransformation V,¥ fiir das GauB-Fenster g(x) = ¢~ ™.
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2.3 Zeit-Frequenz-Darstellungen von Signalen

2.3.2 Die Wigner-Verteilung

Als Nachteil der gefensterten Fouriertransformation haben wir die Abhéngigkeit von der
gewihlten Fensterfunktion genannt. Nun wollen wir eine Darstellung kennenlernen, die nur
vom Signal abhéngt. Ein erster Kandidat dafiir wire die quadratische (!) Darstellung

Vit = [ e )Tl oy (2.3.19)
_ e—Tri:cg /OO e—27riy£f(y + :U/2)f(y _ x/?)dy — e—ﬂixﬁAf(x’ 5) (2320)

Die Darstellung Af(z, &) wird als ambiguity function bezeichnet. Viele Eigenschaften der ge-
fensterten Fouriertransformation iibertragen sich auf diese Darstellung. So gilt || Af]|e <
| Af]l2 = || f]|3 und nutzt man die Fouriersche Inversionsformel so folgt

f(z)f(0) = /_OO Af(x, £)e™*ede, (2.3.21)

Af bestimmt also f nur bis auf einen Faktor ¢ mit |¢| = 1. Die ambiguity function tritt in
Anwendungen fiir Radar-Erkennungs-Systeme auf.

Eine einfache Rechnung zeigt Af(—z,—§) = Af(z,§), die Funktion Af(x,§) ist also im
allgemeinen komplexwertig. Durch eine einfache Anderung in der Definition erhalten wir eine
eng verwandte reellwertige Darstellung, die Wigner-Verteilung.

Definition 2.3.6. Zu f,g € L*(R) heifit

WU, 9) (. €) = / &2 f (1 4 y/2)g(x — 9/2)dy (23.22)
die Kreuz- Wigner-Verteilung und
Wz, €) = W(f. f)(x.€) = / &2 £ 1 y/2)T(x — y/2)dy (2.3.23)

die Wigner-Verteilung.

Lemma 2.3.7 (Elementare Eigenschaften). 1. Flir alle f,g € L*(R) erfiillt die Kreuz-
Wigner-Verteilung W(f, g)(z,§) € L®(R, x R¢) N C(R, x R¢) und

W, 9)llee < 2[1F12llgll2- (2.3.24)
Insbesondere gilt also (Wl < 2| f]3-
2. Fiir alle f,g € L*(R) gilt W(f,g) = W(g, f). Insbesondere ist W reellwertig.
3. Es gilt fiir f1, f» € L*(R)

WL+ fol(x,8) = Whix, §) + Wh(z,§) + 2Re W(f1, f2)(2,€) (2.3.25)
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2 Phasenraumanalysis

4. FEs gilt die Moyalsche Gleichung

(W(flvgl) ’ W(f2792)) = (fil f2) (g1]92) (2.3.26)

fir fi, f2. 91,92 € L*(R).

5. Fir f,g € L*(R) ist W(f,g) € L*(R, x R¢) und

IWFll2= 11115 (2.3.27)
6. Fiir f,g € L*(R) gilt )
W(f, 9)(z,&) = W(f,9)(=¢ ). (2.3.28)
7. Fiir f, f € L2(R) N L*(R) gilt
| Wi =1f©F | wregi=r@P. @a2)

8. Gilt supp f C la,b], so ist Wf(z,§) = 0 fir alle x ¢ la,b]. Entsprechend folgt aus
supp f C [, B, auch W (z,€) = 0 fiir alle & & [a, ).

Beweis. Wir skizzieren nur die wichtigsten Beweisideen, vieles funktioniert analog zur gefen-
sterten Fouriertransformation. [1.] Die Abschitzung folgt direkt aus der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung, die 2 ergibt sich durch die Skalierungen. Stetigkeit in £ ergibt sich aus Eigenschaf-
ten der Fouriertransformation, Stetigkeit in  mufl man nachrechnen. [2.] trivial. [3.] trivial.
[4.] folgt wie bei der gefensterten Fouriertransformation direkt aus dem Satz von Plancherel.
[5.] folgt direkt aus 3. [6.] folgt aus dem Satz von Plancherel dhnlich wie fiir die gefensterte
Fouriertransformation. [7.] Die Voraussetzung f € L*(R) wird bendtigt, damit fiir alle 2 € R
fest gewihlt W (z,-) € L' gilt. Nun kann man die Inversionsformel der Fouriertransformation
anwenden und erhélt

/_ Wi (x, €)d€ = / 2o / eI f (1 4 y2) T — g/2)dyde

= flx +y/2)f(z —y/2)

y=0

B8] Wf(x,&) # 0 kann nur gelten, wenn x+1vy/2 € supp f = [a,b] und x —y/2 € supp f = [a, ]
gelten. Da ein Intervall konvex ist, folgt z = ((x + y/2) + (x — y/2))/2 € [a,b]. Also gilt
W(z,€) =0 fir « € [a, b]. Die zweite Aussage folgt direkt mit Punkt 5. O

Die Wigner-Verteilung héngt eng mit der Weyl-Quantisierung von Operatoren zusammen.

Lemma 2.3.8. Seien f,g € L*(R) und a € L*(R, X R¢). Dann gilt

(Laf19) = (a|W(g, [)). (2.3.30)

Insbesondere ist || Ly||2—2 < ||lal|2-
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2.3 Zeit-Frequenz-Darstellungen von Signalen

Beweis. Mit dem Satz von Fubini gilt

et = | [ [ e (xTﬂj 5) £(y)dyd€ gr)d
= /OO /OO a(z,€) /oo egwitéf(z _ t/g)mdtdzdf

wobei wir 2z = x4+ y und ¢ = x — y substituiert haben. Fiir die Normabschétzung nutzen wir
schliefllich die Moyalsche Gleichung fur W(f, g) in der Form [|[W(f, g)ll2 = || fll2llg|]2 und die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[Lafllz = sup |(Laf|g)l < sup [lall2[PV(F; 9)ll2 = llallzll fl2 (2.3.31)

llgll2=1 llgll2=1

]

Da fiir f,g € S(R) fiir die Wigner-Verteilung W(f, g) € S(R, x R¢) gilt (Ubung!), kann man
die Darstellung aus Lemma 2.3.8 nutzen, um Symbolen a € S’'(R, x R¢) Weyl-Operatoren
L, : S(R) — S'(R) zuzuordnen.

Auch die mit Hilfe der gefensterten Fouriertransformation definierten Lokalisationsoperatoren
héngen eng mit der Wigner-Distribution zusammen. So gilt

Lemma 2.3.9. Seia € L'(R, x R¢) und g1, 92 € L*(R). Dann ist der Lokalisationsoperator
Ad192 ein Weyl-Operator und es gilt

Agl’g2 = La*W(g1,92)' (2332)

Die Wigner-Verteilung wurde in der Quantenmechanik als Kandidat fiir eine gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Ort und Geschwindigkeit eingefiihrt. Als solche, sollte sie
WF > 0 fiir alle z und ¢ erfiillen. Aquivalent dazu: der Operator L, ist positiv genau danm,
wenn a(z, ) > 0 gilt. Wie auf Grund der Unschérferelation schon zu vermuten, gilt eine solche
Aussage wiederum nicht.* Stattdessen gilt

Satz 2.3.10 (Hudson). Sei f € L3(R). Es gilt Wf(x,£) > 0 fir alle x und & dann und nur
dann, wenn .
f(f) — e—awx2+2mbx+c (2333)

mit a >0, b,c € C gqult.

Fiir die Wigner-Verteilung gilt die folgende Positivitat im Mittel. Die Verwendung des Gauf3-
kerns ist entscheidend, fiir andere Mittelwerte gelten entsprechende Aussagen nicht immer.

Satz 2.3.11. Seien a,b > 0 und o44(x,&) = e~ 2m(@?/a+e?/b)
1. Istab =1, so qilt Wf % 0,3 >0 fiir alle f € L*(R).

2. Ist ab> 1, so gilt Wf xaqp > 0 fiir alle f € L*(R) \ 0.

4In dieser Aussage haben einzelne Punkte (z, &) einen Sinn, das ist mehr als man nach der Unschérferelation
erwarten kann.
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3. Ist ab < 1, so ezistiert ein f € L*(R) und (x,§) € R, X R, so daff W x o4(z,£) < 0.

Beweis. Sei ¢o(x) = e ™"/%, Dann gilt

W¢a($, 5) — /OO e,27riy£e*ﬂ($+y/2)2/a77r(;1;7y/2)2/ady

[e.9]

K / e 2= )y = /24 g ()1 (€).

[e.9]

Gilt nun im ersten Fall ab = 1, d.h. b = 1/a, so kann man o,;(x, &) als Wigner-Verteilung

Ta1/a(2,€) = V2a Wy (x,€) (2.3.34)

schreiben. Mit der Kovarianz und der Moyal-Identitét der Wigner-Verteilung folgt damit
Wf * O-a,l/a(xv 5) = / / Wf(l’ - t>§ - n)aa,l/a(t7 U)dtdﬁ
=/ / Wt = 2,0 = €)aa/a(t, n)dtdn

- \/%_a /_ h /_ h W(MT, ) (t, m)Wa(t, n)dtdn

1 ~
= E!(Mfof | ¢a)> > 0,

wobei wir f(z) = f(—z) gesetzt haben.

Fiir den Fall ab > 1 nutzen wir

Ga ¥ b = /ab/(a + b)dayp (2.3.35)

(Ubung!) um Konstanten 0 < ¢ < a und 0 < d < b mit ed = 1 und 0,5 = g * Ta_cp_a 20
findent. Dann folgt Wf % g, = WS % 0c4) * 04—cp—a und die Faltung einer nichtnegativen
Funktion mit einer positiven Funktion ist positiv.

Fiir ab < 1 geben wir noch ein Gegenbeispiel an. Die Hermite-Funktion f(z) = ze ™" erfiillt
WL *04(0,0) < 0. O

Aufgaben

Aufgabe 2.8. Man beweise die Kovarianzrelation W(T,, M, f)(x,&) = Wf(x —y,& —n).

Aufgabe 2.9. Man zeige fiir die Kreuz-Wignerverteilung W( f, g) zweier Funktionen die Moy-
alsche Gleichung

W(f1.1) | W(f2.92)) = (fil f2) (1] 92) (2.3.36)
und damit W(f, g) € L*(R?) fiir f,g € L*(R) erfiillt.

Aufgabe 2.10. Man berechne die Wignerverteilung folgender Signale:

a) f(ff) = X[~a/2,a/2] (:L‘) b) f(:E) — 627ri96§0—7r(x—x0)2/c
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Aufgabe 2.11. Fiir eine Funktion f € L'(R, x R¢) definiert man die symplektische Fourier-
transformation F° durch

Folf iz, &) = /_ /_ e 2= £y p)dyd. (2.3.37)

Die symplektische Fouriertransformation besitzt viele Eigenschaften der Fouriertransformati-
on.

a) Zeige
Fo o LR, x Re) — Cwo(R, x Re) (2.3.38)

mit || F7]j1oe < 1 und
F7 LR, x Re) — L*(R, x Re) (2.3.39)

unitér.
(Hinweis: Fiir letzteres nutze man, dafl L?(R, xR,) die dichte Teilmenge L?(R,)® L*(R¢)
besitzt und F7 =U o (F~ @ F) mit Uf(z,&) = f(§, x) gilt.)

b) Es gilt 77 o F7 = I auf L*(R, x Ry).

c) Man zeige folgende Relationen zwischen den in der Vorlesung angegebenen Zeit-
Frequenz-Darstellungen

~

i) FoV,f =R(f,9) = f(x)g(&)e *™*¢ mit der Rihaczek-Verteilung R(f,g)
i) FOW(f,q9) = A(f, g) mit der cross ambiguity function A(f,g)

d) Definiert man fiir (x¢,&) € R, x R¢ den time-frequency shift

T(aoi) [ (2, €) = [z — 20,€ — ), (2.3.40)

so gilt .
faﬂ-(:vo,fo)f(x’ 5) — e*?wl(f:ﬂo*x&))faf(x’ é) (2341)

Aufgabe 2.12. Fiir alle f € S(R, x R) gilt die Poissonsche Summationsformel
1
Z 7T(ma,nb)JC(‘TaS') = % Z ﬂ-(mafl,nbfl)faf(w7$) (2342)
m,neE”L m,nEL

im Sinne punktweise gleichméfliger Konvergenz.

Das Resultat setzt sich stetig auf alle f € LY(R, x R¢) N F7LY (R, x R) fort.

Aufgabe 2.13. Eine bilineare Zeit-Frequenz-Darstellung der Cohen-Klasse Cg ist ein bilinea-
rer Operator C': L*(R) x L*(R) — L*(R, X R¢) mit den Eigenschaften

L. C(fi+ Mfa,g) = C(f1,9) + AC(f2, g) fir fi, f2,9 € L*(R) und X € C,
2. C(f. g1 +Ag2) = C(f, g1) + AC(f, g2) fiir f,g1,92 € L>(R) und X\ € C,
3. 1C(f,9)(0,0)] < || fll2 - llgll2 (schwache Beschréinktheit),
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2 Phasenraumanalysis

4. C(MeToo f, MeoT09) = T(20,.60)C(f, 9) = C(Toe Mg, f, Toy Mg, g) (Kovarianzrelation).

a) Zeige, daBB W und R zur Cohen-Klasse Cg gehoren.

b) Man zeige, daB fiir jede Darstellung aus der Cohen-Klasse Cg eine Distribution ¥ €
S/(RJ; X Rg) mit

existiert.
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3 Gabor-Frames

3.1 Rieszbasen und Frames in Hilbertraumen

Wir beginnen mit einigen abstrakten Betrachtungen. Sei im folgenden H ein separabler Hil-
bertraum mit Skalarprodukt (-|-). Bekannt ist aus der Funktionalanalysis, daf§ H dann eine

Orthonormalbasis e;, j € Z, besitzt. Das heifit, es gelten
span{e; | j € Z} ist dicht in H
zusammen mit
1 k=1
erle) =0pe =1 ’
(ex lec) Wt {O, sonst.
Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir alle f € H
F=Y (flee
jez
als in H unbedingt konvergente Reihe zusammen mit der Parsevalschen Gleichung
AP =D 1(F el
JEL
Einige Beispiele von Orthonormalbasen sind uns bis jetzt begegnet.
Beispiel 3.1.1. Im L?*(—a/2,a/2) ist durch die trigonometrische Basis
1 o
_627r1a 1kx’ ke

Ja

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

eine Orthonormalbasis gegeben. Darstellung von Elementen des L?(—a/2,a/2) in dieser Basis

sind gerade die Fourierreihen.
Beispiel 3.1.2. Im L?*(R) ist durch die normierten Hermite-Funktionen
B 91/4,k/2

x X —iDYe ™ k=0,1,...

eine Orthonormalbasis gegeben.
Beispiel 3.1.3. Die Folge der Haar-Wavelets
—207 x e k279, (2k +1)27971)
hjp(z) = { 20/ ,x € [(2k +1)27771 (K +1)277] J,k€EZ
0 , sonst

bildet eine Orthonormalbasis des L*(R).

(3.1.6)

(3.1.7)
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Beispiel 3.1.4. Sei g = a™Y ?X[=a/2.a/2) () die normierte charakteristische Funktion des Inter-
valls [—a/2,a/2]. Dann bildet die Menge der Translationen und Modulationen
a~1/2e2mine T € [ma —a/2,ma+ a/2|,

3.1.8
0, sonst ( )

gm,n(ﬂf) = Mna—l mag(w) = {

eine Orthonormalbasis des L*(R). Die gq, bilden eine Orthonormalbasis des L?[—a/2,a/2].

Viele Probleme lassen sich dadurch 16sen (oder zumindest stark vereinfachen), wenn man sie
beziiglich einer passenden Basis aufschreibt. Die Konstruktion derartiger angepafiter Basen
ist oft aufwendig bzw. fithrt zu unnétig komplizierten Basiselementen. Wir wollen untersu-
chen, inwieweit man zur Beschreibung mit Systemen auskommt, die aus Translationen und
Modulationen einer Funktion bestehen. Dazu miissen allerdings den engen Rahmen von Or-
thogonalbasen verlassen.

Rieszbasen und Frames sind Verallgemeinerungen von Orthonormalbasen, bei denen einige
der obigen Forderungen aufgeweicht werden.

Definition 3.1.5. Sei ¢;, j € Z eine Folge von Elementen aus H.

1. Die Folge bildet eine Besselfolge in H, falls der Analyse-Operator T : f — (f|e;) eine
beschrinkte Abbildung H — ¢? ist, d.h. falls es eine Konstante C' mit

Z:Kflej)l2 </ (3.1.9)

gibt.

2. Eine Besselfolge heifit ein Frame fiir H, falls der Analyse-Operator 7 stetig linksinver-
tierbar ist, d.h. falls eine Konstante ¢ mit

AIfIF < Z [(f | e5)]? (3.1.10)

existiert (und damit 7" den Raum H bijektiv auf 7 (H) C ¢? abbildet).

Die optimalen Konstanten ¢ und C' heiflen Frame-Konstanten.

3. Ein Frame heifit Rieszbasis von H, falls 7 : H — ¢? bijektiv (und damit stetig invertier-
bar)! ist.

Weifl man, dafl eine Folge e; ein Frame bildet, so kann man einen linksinversen Operator zu
T konstruieren. Dazu betrachten wir vorerst 7 genauer. Im Raum ¢? ist durch

((a;) [ (b)) = Zajb_j (3.1.11)

ein Skalarprodukt definiert, welches ¢? zu einem Hilbertraum macht. Damit kann man zu 7
den adjungierten Operator betrachten. Es gilt fiir jede endliche Folge a;

(TF1(a) = 3 (Flen =3 (flases) = (F| D ases) (3.1.12)

J J

Holgt aus dem Satz von Banach iiber den inversen Operator
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3.1 Rieszbasen und Frames in Hilbertraumen

und damit
T(a;) = aje;. (3.1.13)
J
Da H und ¢* Hilbertriume sind, folgt 7* : ¢ — H. Damit konvergiert fiir jede Folge (a;) € ¢?
die Reihe (3.1.13) in H. Der Operator 7* wird als Synthese-Operator bezeichnet.

Lemma 3.1.6. Sei e; Besselfolge. Dann ist der zugeordnete Syntheseoperator T* : (> — H
beschrankt und (3.1.13) ist unbedingt norm-konvergent, d.h. fir jede Permutation m : N — N

der Indizes gilt
Z a;e; = Z aﬂ(j)eﬂ-(j). (3114)
J J

Bewers. vgl. Grochenig, Cor. 5.1.2 und Kap. 5.3. O]

Satz 3.1.7. 1. Ist e; ein Frame, so ist der Syntheseoperator surjektiv und der Frame-
Operator S = T*7T invertierbar.

2. Sei e; ein Frame. Dann bildet die Folge €; = S~te; ein Frame, das zu e; kanonische
duale Frame.

3. Sei e; Frame und € das kanonische duale Frame. Dann gilt fir alle f € H
f= Z flepe —Z(f\e) (3.1.15)

als unbedingt konvergente Reihen in H.

Beweis. [1.] Der Frame-Operator S = 7*7 ist selbstadjungiert und es gilt

SN =TT =T = SN

fir alle f € H. Damit ist S invertierbar, 7* insbesondere surjektiv. [2.] Da S selbstadjungiert
ist, ist auch S~—! selbstadjungiert und es gilt

DIFIIP=) I(f157 ey Z\ el
J J
und mit || f]] = |SSTHf| < ||S|[[|S~1f]| die Abschitzung

EISITIAR < DI 1P < s PP
J

[3.] Es gilt
f=5"15f=9" Z flejes =Y (fle)S7le; = (fleye]
J J
= 5571f = Z “flepes = (flede
J
und beide Reihen konvergieren unbedingt in H. O
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3 Gabor-Frames

Ist e; eine Rieszbasis, so sind H und ¢? isomorph und 7 : H — ¢? ist eine Bijektion. Insbeson-
dere sind dann die Koeffizienten in der Darstellung

f=> aje;,  (a;) €l (3.1.16)

eindeutig bestimmt. Fiir ein Frame ist das im Allgemeinen nicht der Fall, vielmehr sind die
mit dem kanonisch dualen Frame berechneten Koeffizienten optimal in folgendem Sinne:

Satz 3.1.8. Sei e; ein Frame fiir H und gelte f = Zj aje; fiir eine Folge (a;) € £*. Dann gilt
Dl = D I(F el (8.1.17)
J J
mit dem kanonischen dualen Frame €. Gleichheit gilt genau dann, wenn aj = (f|e}).

Beweis. Setzt man ¢; = (f|ej), so gilt f =3, cje; und damit

(FIST) =D cile 1S =D ejey = ll(e)”

= 1571 =D age; = ((a))] ().

J
Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz gilt aber nun
1el? = ((az) [ (e5)) < (@)l I(e))]

mit Gleichheit genau dann, wenn (a;) = A(¢;) fiir ein A € C. Offenbar mufl A = 1 sein. O

Aufgaben

Aufgabe 3.1. Man weise nach, dafl Beispiel 3.1.4 wirklich eine Orthogonalbasis des L*(R)
liefert.

Aufgabe 3.2. Man zeige:

a) Jede Orthogonalbasis ist eine Rieszbasis und jede Rieszbasis die mit ihrer dualen Basis
iibereinstimmt ist Orthogonalbasis.

b) Die Vereinigung einer Orthogonalbasis und einer endlichen (abzihlbaren) Menge von
Elementen von H ist ein Frame.

¢) Aus jedem Frame e 148t sich durch ¢, = S —1/2¢, ein Frame konstruieren, welches mit
seinem kanonisch dualen Frame iibereinstimmt.

Aufgabe 3.3. Stimmen die Frame-Konstanten iiberein, ¢ = C' in (3.1.9) und (3.1.10), so ist
der Frame-Operator S die Identitdt. Man nennt ein solches Frame straff (engl. tight frame.)

Aufgabe 3.4. Man nennt ein Frame exakt, falls beim Entfernen eines Elementes die Frame-
Eigenschaft verloren geht. Zeige:
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3.2 Gabor-Systeme und die Segal-Algebra Sy(R)

a) Jedes exakte Frame ist Rieszbasis.
b) Jedes exakte Frame welches zusétzlich straff ist, ist eine Orthonormalbasis.

Aufgabe 3.5. Man kann auch Frames in Banach-Réumen konstruieren. Dazu existieren zwei
(aquivalente) Zugénge. Sei dazu X ein Banachraum.

1. Ein Frame in X ist eine Folge e} aus dem Dualraum X*, so daf fiir alle x € X die
Ungleichungskette

clallx <) Nep,2)l* < Cllelx
k

gilt.

2. Ein Frame in X ist ein linksinvertierbarer beschrinkter Operator 7 € L(X, (?).

Man zeige die Aquivalenz beider Definitionen.

3.2 Gabor-Systeme und die Segal-Algebra S;(R)

Wir wollen Frames mit einer besonderen Struktur fiir den Raum L?*(R) konstruieren. Sei dazu
g € L*(R) und fiir Parameter a,b > 0

Imn = anmag; m,n € 7. (321)

Die Menge der Funktionen G(g,a,b) = {gmn|m,n € Z} wird als Gabor-System zum Fenster
g bezeichnet.? Die Frage, der wir nachgehen wollen, ist, ob und unter welchen Bedingungen
G(g,a,b) eine Bessel-Folge bzw. ein Frame von L?(R) darstellt. Die Frage hingt eng mit der
gefensterten Fouriertransformation zusammen. Betrachtet man den zugeordneten Analyse-
Operator

7;1 : f = (f | gm,n) = (f | Manmag) = ng(maanb)v (3'2'2)
so selektiert er gerade die Werte von V, f auf dem Gitter A, = aZ x bZ C R, x Re.

Wir wissen zwar, dal V,f € L*(R, x R¢) gilt, daraus folgt aber noch nicht, da§ auch die
Einschrénkung V, f|a, , in £*(Aq) liegt. Dazu muf die Fensterfunktion g Bedingungen erfiillen.

Wir setzen wieder ¢p = e ™ und definieren mit Hilfe der gefensterten Fouriertransformation
einen geeignete Klasse schoner Fensterfunktionen.

Definition 3.2.1. Die Segal-Algebra Sy(R) ist definiert durch
So(R) ={ f € L*(R) [ Vs, f € L' (R, x R¢) } (3.2.3)

versehen mit der Norm || /s, = | Vo fl1-

20ft nutzt man Imn = TmaMnpg. Der Unterschied der Definitionen besteht allerdings nur im Faktor

6727r1manb'
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3 Gabor-Frames

Die Segal-Algebra Sy(R) ist gerade die Menge der Funktionen, fiir welche die Inversionsformel
der gefensterten Fouriertransformation

ﬂw:ﬁjf[fWJmamn%@MM' Vi € So(R) (3.2.4)

punktweise als (starkes) Lebesgue-Integral gilt.

Proposition 3.2.2 (Eigenschaften der Segal-Algebra Sy(R)). 1. Sy(R) ist ein Ba-
nachraum, S(R) < Sy(R) — L*(R) sind stetige Einbettungen.

2. Die Fouriertransformation F= : So(R) — So(R) ist eine Isometrie, || f|ls, = ||.f]lso-

3. Der Raum Sy(R) ist zeit-frequenz-homogen, d.h. fir alle z,£ € R ist T, M : So(R) —
So(R) ein gleichmdfig in z, & beschrinkter linearer Operator und die Zuordnung (x,§) +—
T, M € L(Sy) ist stetig.

4. Ist B(R) ein zeit-frequenz-homogener Banachraum mit ¢pg € S(R), so gilt So(R) — B(R)
als stetige Einbettung. Insbesondere gilt So(R) — LP(R) fir alle p € [1, 00] und Sp(R) —
Cx(R).?

5. Die Menge
span{T, Mcpo | (z,€) € Ry x Re} (3.2.5)
ist dicht in Sp(R).

Beweis. [1.] Aus der Moyalschen Gleichung der gefensterten Fouriertransformation ergibt sich
zusammen mit der elementaren L>°-Abschéitzung

£ 1211 00llz = Voo 112 < Voo FllL Vo fllso < Voo fl11ll@oll:ll.f12

und damit die Abschitzung

1 £llso = Voo Fllt = V21 £1lo, (3.2.6)
also So(R) — L*(R). Da fir f € S(R) auch V, f € S(R, x R¢) folgt (analog zu
W(f,p0) € S(R; x R¢)), ergibt sich die zweite Einbettung. Bleibt die Vollsténdigkeit. Kon-
vergiert Y f, absolut in Sy(R), so konvergiert > f, in L?*(R) gegen ein f. Fiir dieses gilt
Viaud| £ 5[V ful prinktrweise (da Ve, : L2 — L= 01C) und damit [f]ls, < 3, [ follsy- [2]
Ergibt sich direkt aus ¢o = ¢o und [V, f(z,€)| = |V, f (&, —2)|. [3.] Ergibt sich direkt aus
der Stetigkeit im Mittel fiir L'-Funktionen in Verbindung mit dem Satz iiber die majorisierte
Konvergenz. [4.] Ist B ein zeit-frequenz-homogener Banachraum, der ¢ enthélt, so kann die
Darstellung von f € Sp(R) als

f=/Z/Z%J@®Mmem§

genutzt werden, um f in B einzubetten. Die Homogenitdt von B impliziert die Konvergenz
als B-wertiges Bochner-Integral und damit

|mm§c[ [IWJ@@MMH%MZCWNﬂN%

[5.] Folgt direkt aus Punkt 4, da der Abschlufl der Menge in der Sp-Norm ¢ enthilt und
offensichtlich zeit-frequenz-homogen ist. ]

30(R) = { f € L®(R) N C(R) | limy— o0 f(z) =0}
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3.2 Gabor-Systeme und die Segal-Algebra Sy(R)

Beispiel 3.2.3. Wir wollen ein paar Kriterien fiir Funktionen f angeben, um zu Sy(R) zu
gehoren. Zum Beispiel gilt:

1. Ist f € S(R), so gilt f € SH(R).
2. Ist f € L*(R) bandbeschriinkt, d.h. supp f ist kompakt, so gilt f € So(R) (Ubung!)
3. Gilt (z)*f(z) € L*(R,) und (€)*f(€) € L2(R¢) fiir ein s > 3, so folgt f € Sp(R).*

Die Definition von Sp(R) ist von der Wahl der speziellen Fensterfunktion ¢, unabhéngig. Es
gilt

Lemma 3.2.4 (Feichtinger). Es sind dquivalent

1. f e So(R).

2. V,f € IMR, x Re) fiir in g € So(R).
3. Vif € L'(R, x Re).

4. V,f € LYR, x Ry) fiir alle g € Sp(R)

Beweisskizze. Ersetzt man in der Definition von Sp(R) den GauBi-Kern ¢y durch ein anderes
g € So(R), so erhélt man offenbar wiederum einen zeit-frequenz-homogenen Banachraum,
die Aquivalenz der Normen in beiden Réumen folgt dann genau wie in Punkt 4 der letzten
Proposition. Damit sind Punkte 2 und 4 dquivalent. Aus 4 folgt aber 3, aus 3 Aussage 2 und
1 ist ein Spezielfall von Aussage 2. m

Nun kommen wir zur Hauptaussage dieses Abschnitts. Wahlt man die Fensterfunktion g aus
der Segal-Algebra Sy(R), so bildet die Gabor-Familie G(g, a,b) fiir alle Gitterweiten a,b > 0
eine Bessel-Folge.

Satz 3.2.5. Sei g € So(R). Dann ist G(g,a,b) fir alle a,b > 0 eine Bessel-Folge in L*(R),
d.h. der Analyse-Operator T, : L*(R) — (2 ist beschrinkt. Weiterhin gilt T, : So(R) — ¢* und
T, : SH(R) — € als beschrinkter linearer Operator.

Der Beweis basiert auf zwei Hilfsaussagen, die auch weiterhin von entscheidender Bedeutung
sein werden. Die erste besagt, daf fiir Funktionen aus der Segal-Algebra Sy(R) die gefenster-
te Fouriertransformation nicht nur integrierbar ist sondern vielmehr zum Wiener-Amalgam-
Raum® W(L*, I*)(R, x R¢) gehort.

Lemma 3.2.6. Seien g1, 92 € So(R). Dann gilt fir alle a,b > 0

1
AVagelli £ Y2 swp sup Vugale+ma, &+ mb)| < Cagllgillslgolls  (327)
a oz 1#1<a/2 [E[<b/2

‘Dabei bezeichnet (z) = /1 + 22. Anders ausgedriickt, der gewichtete Sobolevraum H**(R") ist fiir s > 2n
in So(R™) eingebettet.

Eine Funktion gehért zum Wiener-Amalgam-Raum W(X,Y), X Funktionenraum, Y Folgenraum, wenn sie
sich lokal wie ein Element von X und global wie ein Element von Y verhélt.

53



3 Gabor-Frames

Beweisskizze. Die untere Abschéatzung ist klar, es verbleibt die obere. Wir verfahren in zwei
Schritten. Setzt man g; = ¢q, so definiert die Reihe

sup sup [V, g2(x + ma, & +mb)|
momez |1<a/2 [€<b/2

zumindest fiir alle g, € S(R) eine Norm in einem zeit-frequenz-homogenen Raum. Nach Propo-
sition 3.2.2.4 ist Sp(R) in diesen eingebettet und die Abschétzung folgt. Gleiches gilt offenbar
fiir go = ¢p und g; € Sp(R).

Fixiert man nun ¢; € Sy(R), so definiert die Reihe eine Norm von ¢y in einem zeit-frequenz-
homogenen Raum, der ¢y enthélt. Mit Proposition 3.2.2.4 folgt die Abschatzung

sup sup |V9192(x + ma,& +mb)| < Ca,b,gl||92||so
momez 121<a/2 [€]<b/2

und mit dem Satz iiber die gleichméfBige Beschréinktheit die Behauptung. O

Die zweite Hilfsaussage ist im wesentlichen eine Version der Poissonschen Summationsformel
fiir den Phasenraum.

Lemma 3.2.7 (Fundamentale Identitit der Gabor-Analysis). Seien g1, g2 € Sop(R) und
f1, f2 € L*(R), dann gilt fiir alle a,b > 0

Z Vo f1(ma,nb) Vy, fo(ma, nb) = b Z V, g2(mb na™ ) Vy, fa(mb=1, na=t).  (3.2.8)

m,neZ m,neL

Beweisskizze. Wir nutzen die symplektische Fouriertransformation. Es gilt

FW, £V (=, —€) = /_ /_ Iy f1(y, 1)V, f (y, ) dydn

= [ e [T e

/ ¥ gy (2 — y) fo(2)d2'dydn

= /_00 _°° 62ﬂi£ymf1 (z —x)ga(z — y)mdydz

= [ TGy m -y [ G - o)

(e 9] —00

VngQW(xv f)

unter Ausnutzung des Satzes von Plancherel. Mit der Poissonschen Summationsformel® (vgl.
Aufgabe 2.12) folgt die Behauptung, die Anwendbarkeit derselben garantiert Lemma 3.2.6. [

Falls h, F7h € W(L*>, (*)(R, x R¢) gilt, folgt

Zh ma,nb) Z}"’ J(mb~t na™t).
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3.3 Der Gabor-Frame-Operator

Beweis von Satz 3.2.5. Mit Lemma 3.2.7 folgt fiir f € L*(R) und g € Sp(R)

Zmea nb)| vagg o)V Tlmb ) < gl 111

Die Aussage fiir f € Sy(R) folgt direkt aus Lemma 3.2.6, die fiir S)(R) aus folgendem Dua-
litdtsargument: Wir betrachten den Synthese-Operator 7" angewandt auf ?*-Folgen und nut-

zen Hgm,nHSO = ||gHSO7

7, (amn) Zamngmm 175 (@mn)llso < [[(@mn)ller [19]lso-

Damit gilt 7* : £* — Sp(R), also nach Adjungieren 7y : SH(R) — £, O

Aufgaben
Aufgabe 3.6. Man zeige, dafl

a) jede Schwartz-Funktion zu Sp(R) gehort, S(R) C Sp(R),
b) aus f € L'(R) mit supp f € [—M, M| fur ein M > 0 schon f € Sy(R) folgt.
Gehort die Funktion g(z) = max(0,1 — |z|) zu Sp(R) ?

Aufgabe 3.7. Zu jedem f € Sp(R) existiert eine Folge (x, &) € R, X Re mit

— Z Mg, Ty, 0 (3.2.9)
k

als in Sp(R) konvergente Reihe. (atomic decomposition von Sy(R))

Aufgabe 3.8. Fiir alle f € Sy(R) gilt die Poissonsche Summationsformel

> f@+ak) = Zf (a=tk)e2rika ke (3.2.10)

keZ keZ

als gleichméfig konvergente Reihen.

3.3 Der Gabor-Frame-Operator

Ziel dieses Abschnittes ist es, den Operator Sgap = 7", 744 fiir ein Gabor-System G(g, a, )
zu untersuchen.

Satz 3.3.1 (Janssensche Darstellung fiir S;). Sei g € So(R). Dann gilt

gab ngg mb 1 _1) na-1Lmb—1 (3.3.1)

in L(B(R)) fiir jeden zeit-frequenz-homogenen Banachraum B(R) (insbesondere in L£(Sp(R))
und L(L*(R))).
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3 Gabor-Frames

Beweis. Seien f,h € L*(R). Dann gilt mit Lemma 3.2.7

(Sganf [ h) = (Z Vyf (ma, nb) My Trnag ‘ h) = "V, f(ma,nb)V,h(ma,nb)

1
=~ Z V,g(mb~ !, na=)Vih(mb—1,na1)

1
— (% Z V,g(mb~ "t na™ Y Mg Ty f ‘ h)

und die Darstellung gilt punktweise fiir alle f € L?(R). Da nach Lemma 3.2.6 V,g €
H(Ap-1 4-1) gilt, folgt Konvergenz in der Operatornorm in allen zeit-frequenz-homogenen
R&umen. O

Korollar 3.3.2. Sei g € Sy(R). Dann gilt

lim abSy.ap = lgll3  in L(B(R)) (3.3.2)

fiir jeden zeit-frequenz-homogenen Banachraum B(R).

Insbesondere ezistiert ein € > 0, so dafl fir a,b < € der Frame-Operator Sy qp : So(R) — Sp(R)
und Sy a5 : L*(R) — L*(R) invertierbar ist.

Beweis. Sei B = Sp(R) oder B = L*(R). Mit der Janssenschen Darstellung fiir S, ,; ergibt
sich
ang,a,b - HgHgI = Vgg(mbfl,nafl)Mnaq mb—1
(m.n)#(0,0)
in £(B) und damit

labSyan = 91371l 5y < D Vag(mb™'ina™)]
(m,n)#(0,0)
und die rechte Seite strebt wegen Lemma 3.2.6 fiir a,b — 0 gegen Null. O]
Korollar 3.3.3. Die Zuordnung So(R) x RZ 3 (g,a,b) — Sy € L(L*(R)) ist stetig.
Im speziellen Fall, daf man als Fensterfunktion den GauB-Kern ¢g(z) = e ™" wiihlt, kann

man eine wesentlich genauere Aussage iiber die Invertierbarkeit des Gabor-Frame-Operators
Seoap treffen. Es gilt

Satz 3.3.4 (Lyubarski, Seip-Wallsten). Das Gabor-System G(¢q,a,b) ist ein Frame fir
L*(R) genau dann, wenn ab < 1.

3.4 Duale Gabor-Systeme

Lemma 3.4.1. Sei G(g,a,b) ein Gabor-System und S, der zugehirige Frame-Operator. Dann
qilt
SgoT,=1T,05, und Sgo My = M,oS,. (3.4.1)
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3.4 Duale Gabor-Systeme

Beweis. Wir zeigen nur die erste der Aussagen. Es gilt

SgTaf - Z (Taf‘gm,n)gm,n = Z (fleagm,n)gm,n = Z eizﬂ-inab(f|gmfl,n)gm,n

m,n,EZL m,ne” m,ne”
= Z (f ‘ gmin)efzﬂ-inabngan = Z (f ’ gm,n)Tagm,n = Tang
mne” m,neL

wobel wir T WMyg = e 2 VLT, g genutzt haben. (Die zweite Aussage ist einfacher und ver-
bleibt als Ubung.) ]

Lemma 3.4.2. Sei G(g,a,b) ein Frame. Dann ist das kanonische duale Frame ein Gabor-
System und durch G(v°,a,b) mit v° = S 'g gegeben.

Beweis. Es gilt nglgmm = S;anbTmag = ManmaSglg = M Tna¥° = Yo O

Es ergibt sich eine einfache Folgerung aus dem Inhalt von Abschnitt 3.1. Es gilt folgendes
Darstellungsresultat:

Satz 3.4.3. Seien g € L*(R) und a,b > 0 so gewdihlt, daf G(g,a,b) ein Frame bildet. Dann
gilt mit v° = S g fiir alle f € L*(R)

F= 0 Flgmn)Von = D (F1Vo0n)gmn (3.4.2)
m,ne” m,ne’

als unbedingt konvergente Rethe.

Das Entscheidende an Frames ist, dafl wir keine Eindeutigkeit der Koeffizientenfolge c,,, in
der Darstellung von f als unbedingt konvergente Reihe Zm,nGZ Cmngmn haben. Die Folge
Cmn = (f|Vm.n), die wir vermittels des kanonischen dualen Gabor-Systems G(7°, a, b) konstru-
iert haben, ist dadurch gekennzeichnet, da8 3, [cn|® minimal ist.

Analog kann man zeigen, dafl das kanonisch duale Gabor-Frame G(v°,a,b) minimal in der
Menge aller geeigneten dualen Gabor-Frames ist. Dafiir definieren wir nach H.G. Feichtinger
und G. Zimmermann

Definition 3.4.4. Zwei Fensterfunktionen gy € Sp(R) heiflen zueinander schwach dual
beziiglich des Gitters A, = aZ x bZ, falls fiir alle f,h € L*(R)

(F17) =Y (f 1 gmn) o | 1) (3.4.3)

m,n

als absolut konvergente Reihe gilt.

Bildet G(g,a,b) ein Frame, so sind g und 7° = Sg_lg schwach dual.

Proposition 3.4.5. Seien g,v € So(R). Dann sind die zwei Gabor-Systeme G(g,a,b) und
G(v,a,b) zum Gitter N, zueinander duale Frames, d.h. fir alle f € L*(R) gilt

[ = Z (f | gmn) Ymm = Z (f [ Ymn)Gmon (3.4.4)

m,ne’ m,ne’

als unbedingt konvergente Reihe, genau dann, wenn g und 7y zueinander schwach dual sind.
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3 Gabor-Frames

Beweis. Die Hinrichtung ist trivial. Es bleibt die Riickrichtung zu zeigen. Seien dazu g,y €
So(R) schwach dual. Dann sind die Analyse-Operatoren beziiglich des Gitters A, beschrinkt,
Ty, T, € L(L?,£?), und damit S, ; = T*oT, : L* — L? beschriankt. Wihlt man nun f € L*(R),
so impliziert die schwache Dualitét (f | h) = (S, f | k) fiir alle b € L*(R) und damit S, f = f.
Damit sind aber die Gabor-Systeme zueinander duale Frames. O

Satz 3.4.6. Sei g € Sp(R) und bilde G(g,a,b) ein Frame.

1. Dann ist G(g,1/b,1/a) Rieszbasis seiner abgeschlossenen linearen Hiille

K, = cl spanG(g,1/b,1/a) C L*(R). (3.4.5)

2. Das kanonisch duale Fenster v° = S;lg gehort zu diesem Unterraum, v° € KCg.
3. Fiir v € So(R) sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

a) Die Fenster g und v sind schwach dual beziiglich A .
b) Es gilt vy € v° + K.

Insbesondere ist ||[v°||2 < ||v||l2 fiir jedes duale Fenster ~y.
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