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Wir wollen unsere Betrachtungen mit folgendem Beispiel beginnen.

Beispiel 1 Zu l6sen sei das Gleichungssystem
2 % =4,
® +y® =8.
Wie kann man dazu vorgehen? Die Gleichungen ineinander einzusetzen um als Ergebnis eine

Gleichung fiir eine der Variablen zu erhalten ist nicht praktikabel, da dabei eine Gleichung
sechsten Grades entsteht.

Wir nutzen stattdessen die Symmetrie der Gleichungen. Wir fiihren die neuen Variablen
01 =+ y und o9 = xy ein, so dass

2?4yt = a% — 2079,
23+ = 0F = 3(2%y + 2y?) = 0} — 30109
gilt und damit das Gleichungssystem #quivalent ist zu
0? — 20y =4,
03 — 30109 = 01(0% — 303) = 01(4 — 02) = 8.
Damit verbleibt nur noch eine Gleichung dritten Grades zu 16sen, nédmlich

0} —2(4—-8/01) =4, dh. &% —1201 + 16 = 0.

Wie man durch Einsetzen sieht, ist 2 eine Losung. Division durch den zugehorigen Linearfaktor
liefert

(0% — 1201 +16) /(01 — 2) = 0% + 201 — 8 = (01 — 2)(01 + 4)
und damit die weitere Losung o1 = —4. Somit erhalten wir zwei Paare von Losungen,
(01,02) = (2,0) und (01,02) = (—4,6). Zum Berechnen der x und y haben wir noch die
Gleichungssysteme

r+y=2, x+y=—4,
zy =0, zy =06

zu l6sen. Das erste besitzt die beiden Losungen z = 0, y = 2 und x = 2, y = 0; das zweite ist
im Bereich der reellen Zahlen nicht 16sbar. O
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Wir wollen uns im folgenden mit Gleichungssystemen und der Ausnutzung von Symmetrien
intensiver beschéftigen und einige wichtige Resultate dazu vorstellen.

1 Elementarsymmetrische Funktionen

Seien x1,x9,...,x, € R die Nullstellen des Polynoms

P(z) = (x —a1)(z —@2) - (& — 2) = [ (& — ). (1)

j=1
Multipliziert man dieses Polynom aus, so erh&lt man
Pz)=z2"—oz" 1+ o0z 2 F - (—1)"0p (2)
mit den Koeffizienten
or(x1, T2y ..., Ty) = Z ij. (3)

\J|=k jeJ

Diese werden als elementarsymmetrische Funktionen der Variablen x1,...x, bezeichnet. Die
beiden letzten Formeln zusammen liefern den bekannten Vieta’schen Wurzelsatz.

Beispiel 2 Als Beispiele erhilt man fiir n = 2 die beiden Funktionen oi(x,y) = = + ¥y
und og(x,y) = 2y, die uns in der Einleitung schon begegnet sind. Fiir n = 3 ergibt sich
entsprechend

o1z, y,2) =x+y+2, o2(z,y,2) = zYy + Yz + 22 und o3(z,y,2) =zyz. (4)

O

Ein Polynom in n Variablen heif3t symmetrisch, falls
[z, 22, 20) = f(Tr(1), Tr(2)s - Tr(n)) (5)
fiir jede Permutation : {1,...,n} — {1,...,n} der Indizes gilt. Die elementarsymmetrischen
Funktionen sind symmetrisch, ebenso ist fiir jedes Polynom g das Polynom g(o1,09,...,0,)

symmetrisch. Es gilt sogar die Umkehrung dieser Aussage:

Satz 1 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome) Zu jedem symmetrischen Polynom
f(x1,xa, ..., x,) existiert genau ein Polynom g in n Variablen, so dass

f(z1,29,...,2y) = g(o1,09,...,00) (6)
gilt.

Beweis. [1] Wir ordnen die Summanden des gegebenen Polynoms lexikographisch, d.h. so dass
it xlr dem )t ... o vorangeht, falls die erste nichtverschwindende Differenz «; — G; > 0
erfiillt.

Sei nun ax' ...z%" das Anfangsglied des symmetrischen Polynoms. Dann kommen auch alle
Terme vor, in denen nur die Exponenten permutiert sind, es ist also insbesondere oy > ag >
-+ - . Wir bilden

— — Qp_1—Q
QoG g g



und subtrahieren diesen Term vom Ausgangspolynom. Dadurch subtrahieren wir insbesondere
alle aus az{? ... z¢" durch Permutation hervorgegangenen Glieder. Da das Produkt selbst den

Grad
(g —ag)+2(ag —a3)+3(ag—aq)+- -+ (n—1)(ap—1 —an)+nay, = a1 +as+- - +a, =k,

also den Grad des Ausgangspolynoms hat, erhoht sich dieser nicht. Weil es nur endlich viele
Glieder vom Grad k gibt und wir diese dabei in lexikographischer Reihenfolge eliminieren,
erhalten wir irgendwann ein symmetrisches Polynom vom Grad 0 und das Verfahren terminiert

nach endlich vielen Schritten. U
Die Umwandlung eines symmetrischen Polynoms f in den Variablen x1, ...z, in ein Polynom
g in den symmetrischen Variablen o1,...0, bringt oft einen Informationsgewinn iiber die

Struktur des Polynoms. Dazu ein Beispiel:
Beispiel 3 Es soll das Polynom z* + y* in (symmetrische) Faktoren zerlegt werden. Dazu
schreiben wir es in symmetrische Variablen um. Es gilt
2yt = ot — 423y + xy®) — 62%9° = o — dog(2? + y?) — 603
= o} — 403(0% — 209) — 603 = o} — 4oi 09 + 205
= (0] = 2+ V2)o2) (07 — (2 — V2)o)
= (z* + v — V2ay)(2® + y* + V2ay)

Ein Polynom in n Variablen heifit antisymmetrisch, falls

f(z1,29,. . 2n) = sign(m) f(Tr(1), Tr2)s- -+ Ta(n))s (7)

d.h. falls sich bei jeder Vertauschung zweier Variablen das Vorzeichen #ndert. Auch anti-
symmetrische Polynome sind durch elementarsymmetrische Funktionen charakterisierbar. Es
gilt

Satz 2 Sei f(x1,xo,...,2,) ein antisymmetrisches Polynom. Dann gilt
flz1,29,...,xn) = h(x1,22,. .., 24) H(Cﬂi—ﬁﬂj) (8)
i#]

mit einem symmetrischen Polynom h.

Beweisidee. Wir betrachten vorerst nur zwei Variablen. Dann ist f antisymmetrisch, falls
f(z,y) = —f(y,z) gilt. Insbesondere ist also f(x,z) = —f(x,z) = 0. Damit ist, wenn man
f als Polynom in x mit Koeffizienten in Form von Polynomen in y betrachtet = y eine
Nullstelle. Damit kann man aber den passenden Linearfaktor abspalten und erhélt

fz,y) = (- y)g(z,y)

mit einem geeigneten Polynom g. Im allgemeinen Fall betrachten wir f(x1,x2,...x,) als Poly-
nom in den Variablen z; und 9 mit Koeffizienten die von den restlichen Variablen abhéngen
und wenden obigen Spezialfall an. Vertauschen der Variablen liefert dann die Behauptung.[]



Beispiel 4 Man untersuche, ob sich das Polynom

f@y,2)=(—-y)?>+@y—2)°+(z—2)°

in Faktoren zerlegen 148t.

Losung. Das Polynom ist offensichtlich antisymmetrisch, geniigt also obigem Satz. Damit gilt
flx,y,2) = (x —y)(y — 2)(z — x)h(z,y, z) mit einem symmetrischen Polynom h. Da aber die
linke Seite den Grad 3 besitzt, mufl ~ vom Grad 0 sein, also eine Konstante. Einsetzen von
speziellen Werten liefert f(1,0,—1) =1+ 1—8 = —6 = —2h und damit h = 3. Also gilt

=y’ +(y—2)°+(z—2)> =3(x—y)(y—2)(z — 2).
0

Beispiel 5 [2] Welche Bedingungen miissen die Zahlen a,b, ¢ erfiillen, so dass das iiberbe-
stimmte System

T+ y=a, 2?2 +y? =0, B4y =c

losbar ist?

Lésung. Wir transformieren auf symmetrische Variablen. Das liefert o7 = a, 02 — 205 = b und
0‘;’ — 30109 = ¢. Damit muf3

3
a? — b =209, a3—§a(a2—b):c

also
a® —3ab+2c =0

gelten. O
Beispiel 6 [2, Kap. 10] Man finde alle reellen Losungen des Gleichungssystems
r+y+z=1, x3+y3+z3—|—xyz:x4—|—y4—|—z4—i—1.
Lésung. Mit Hilfe der elementarsymmetrischen Polynome erhalten wir
o1 =1, O’il)’ — 30109 + 403 = ail — 40%02 + 20% + 40103+ 1,
d.h. nach Einsetzen von o1 die quadratische Gleichung
205 — 09 +1=0.
Diese besitzt aber keine reellen Lésungen und das obige System ist unltsbar. U

Beispiel 7 [2, Kap. 10] Seien 21 und x5 die Nullstellen des Polynoms 22 — 6x + 1. Dann ist
fiir jede natiirliche Zahl k die Zahl 2} + 24 eine nicht durch 5 teilbare natiirliche Zahl.
Lésung. Die Potenzsumme s;, = x¥ + 2% ist symmetrisch, also durch die elementarsymmetri-
schen Funktionen o1 = 1 + 29 = 6 und o9 = 129 = 1 ausdriickbar. Dazu leiten wir fiir die
sg eine Rekursion ab. Es gilt

ko ok k=1 k-1 k=1 _ k=1
sp=2a] + x5 = (x1 +x2) (2] +a5 ) —x125  — 2] T2 = 01Sk_1 — 02Sk—2,



also mit sg = 2 und s; = o1 = 6 erfiillen die s; die Rekursion sy = 6s;_1 — sp_o. Da wir nur
an Teilbarkeitsaussagen modulo 5 interessiert sind, nutzen wir

s = 2, s1=1, Sk = Sp—_1 — SE—2
und erhalten die (periodische) Folge
S9 = 4, s3 = 3, sS4 =4, s5s =1, sg = 2, sT=1,...
Da keine 5 auftritt, haben wir die Behauptung gezeigt. g

Beispiel 8 [3, Kap. 5.4] Bekannt ist, dass das Produkt zweier Nullstellen des Polynoms
ot — 1823 + ka? + 2002 — 1984 = 0

den Wert —32 besitzt. Man bestimme den Wert von k.

Lésung. Seien a, b, ¢, d die Nullstellen des Polynoms. Dann erfiillen diese nach dem Vietaschen
Wurzelsatz

a+b+c+d=18,

ab+ ac+ ad 4+ bc+ bd + cd = k,
abc 4+ abd + acd + bed = —200,
abcd = —1984.

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass ab = —32 gilt. Dann erfiillen wegen 1984 = 32 - 62 und damit
cd = 62 die Nullstellen das System
(a+b)+ (c+d) =18,
30+ (a+b)(c+d) =k,
—32(c + d) + 62(a + b) = —200.

Um das zu 16sen setzen wir u = a+b und v = c+d und erhalten das lineare Gleichungssystem
u+v =18, 62u — 32v = —200,

dessen Losung v = 4 und v = 14 ist. Einsetzen liefert unmittelbar k =30+4-14 =86. O

2 Symmetrische Mittel und der Satz von Muirhead

Sei f(x1,...,2,) ein Polynom. Dann kann man aus f durch Symmetrisieren ein symmetrisches
Polynom konstruieren. Dazu setzen wir

S F@rwn) =Y f @) Ta@) o Tr(n)); 9)

sym

addieren also alle n! Permutationen der Argumente.

Ein Spezialfall soll dabei hervorgehoben werden. Ist f(x1,...,x,) ein Monom, d.h. ein Aus-
druck der Form

f(xl,...’xn):xa:x?l...xgn (10)



fiir einen Multiindex o = (g, ..., ) € N, so setzen wir
1
S{a} =S{ai,...,a,} = HZ@“O‘ (11)
sym

und bezeichnen S{a}(z1,...,x,) als a-tes symmetrisches Mittel. Offensichtlich hangt S{a}
nicht von der Reihenfolge der Indizes «; ab, so dass wir

Qa1 > a9 > 2> Qp (12)

voraussetzen wollen.

Beispiel 9 Einfachstes Beispiel ist das arithmetische Mittel

1
S{1,0,...,0} = (nn' )(m1+...+mn):w_

Betrachtet man nur positive x;, so kann man beliebige reelle Zahlen als Indizes zulassen. Dann
erhilt man fiir

|
S{1/n,....1/n} = %x}/"...x}/n _ I

das geometrische Mittel. O

Fiir symmetrische Mittel gibt es eine Mittelungleichung. Fiir diese benétigen wir eine Ord-
nungsrelation fiir Multiindizes. Wir schreiben o < (3, falls

ol =ar +az+--+an=01+ -+ 0 = |0 (13)

gilt.

Satz 3 (Satz von Muirhead) Es gilt S{a}(z1,...,z,) < S{B}(z1,...,zn) genau dann fir
alle x; > 0, wenn o« < B gilt. Gleichheit tritt genau dann ein, wenn o = 8 oder x1 = xo =
coe=xy gilt.

Beweis. [1] Wir skizzieren nur die wichtigsten Beweisideen. Um zu zeigen, dass o < 3 not-
wendig ist, setzen wir x1 = --- = x; = y und x;41 = --- = x, = 1 und erhalten aus der
Ungleichung unmittelbar oy 4+ -+ a; < 61 + -+ - + ;. Im Falle ¢ = n mufl Gleichheit gelten,
da sonst beide Seiten homogene Polynome verschiedenen Grades sind und die Ungleichung
nicht fiir alle y gelten kann.

Der Beweis der Hinlédnglichkeit von o < 8 erfolgt durch Induktion {iber die Variablenanzahl
n und nutzt folgende Hilfsaussagen (bei denen die Ordnung der Indizes unerheblich ist):

Lemma 1 (Transformationslemma) Fs gilt
S{p+6?p_5aa3"-->an} 2 S{p+7—?p_7—’a3,"'aan}

fir alle 0 < 7 < < p mit Gleichheit fiir x1 =xo =+ = zp.



Zum Beweis betrachten wir einfach die Differenz beider Seiten und erhalten

n!S{p+ 4, p—5a3, . an}—n!S{p+T p—T,Q3,...,0n}

+5p— —5_p+o T pe +
=Y @+ a0 — Tl T )
sym
E xg® - xlxg)p 5(1‘?_T — xg_T)(x‘f'” — xg'”) >0
sym

in den beiden Féllen 1 < x2 und z; > x2. Gleichheit tritt genau fiir 1 = x5 ein.

Lemma 2 (Expansionslemma) Die Ungleichung S{aq,...,an} < S{b1,...,0n} impli-
ziert S{aq,...,an, 0} < S{P1,...,0n,d} fir jedes 6 > 0.

Zum Beweis bemerken wir zuerst, dass der Fall § = 0 trivial ist, da S{ay,...,a,,0} =
S{au,...,a,} gilt. Insbesondere folgt also aus der Voraussetzung

8{041,- .- 7ai—1707ai7 cee ,@n} S S{ﬁla cee 7/8i—1707ﬁi7 o 7ﬁn}

Multipliziert man diese Ungleichungen mit ﬂ:f und addiert die entstehenden n+ 1 Ungleichun-
gen, so erhélt man die Behauptung.

Die beiden Lemmata geniigen um den Satz von Muirhead zu beweisen. Lemma 1 impliziert
den Induktionsanfang fiir n = 2, also S{p+0, p—0d} > S{p+7, p—7} mit 2p = a1 +as = f1+5
und entsprechenden 0 und 7. Fiir den allgemeinen Fall nutzen wir nun Lemma 1 um gleiche
Indizes in beiden Ungleichungen zu erzwingen, die wir dann unter Nutzung von Lemma 2
streichen koénnen. Deshalb nehmen wir fiir das Folgende «; # 3; an. Da Y (ag — B;) = 0
gilt, existieren positive und negative Differenzen. Die erste ist negativ (da a < 3). Sei k der
Index der ersten positiven Differenz. Dann gilt ap_1 < Br_1 und ag > B und somit auch
Br < o < ap_q1 < Bg—1. Sei nun p = (Brx_1 + Px)/2. Dann existiert ein 6 > 0, so dass p + 0
oder p — § mit einer der Zahlen «aj oder ay_; iibereinstimmt. O.B.d.A. sei p +§ = ay. Dann
erhalten wir mit Lemma 1

S{Bla s aﬁk—Z,O‘kap - 6’/3k+1’ .. ﬁn} < S{ﬁ}’

und Lemma 2 impliziert aus der Induktionsvoraussetzung (mit n — 1 Variablen)

S{an, . a1, apq1, - an} <S{B1, - B2, — 6, Bry1, - O}

die Behauptung. O

Beispiel 10 Man zeige

L1, 1 a® + b8+ 8
b ¢~ (abe)?

fiir alle a,b,c > 0.

Lésung. Dazu multiplizieren wir beide Seiten mit (abc)? und erhalten die Ungleichung §{3, 3,2} <
S{8,0,0}. Mit (3,3,2) < (8,0,0) folgt aus dem Satz von Muirhead die Behauptung. O



3 Aufgaben

Aufgabe 1 Man zeige, dass fiir ein symmetrisches Polynom f(z,y) aus (x — y)|f(x,y) stets
(z —y)?|f(z,y) folgt.

Aufgabe 2 Man zeige, dass z; > 0, ..., z, > 0 genau dann gilt, wenn fiir die elementar-
symmetrischen Polynome o; > 0, ..., o, > 0 gilt.

Aufgabe 3 Man beweise fiir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢, d die Ungleichung

abc + bed + cda + dab < a® + b3 + & + d°.
Aufgabe 4 Seien x; und zs Losungen von z? + ax + bc = 0 und 5 und x3 Losungen von
22 + bx + ac = 0. Zeige daB, falls ac # be, die 21 und 3 die Losungen von 22 + cx + ac = 0
sind.
Aufgabe 5 Man bestimme alle reellen Lésungen von

VIT —x + Vx = 5.

(Hinweis: Transformation in ein Gleichungssystem)
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