
Fourier-Reihen (1)

f (t) stückweise stetig für t ∈ [0, T ]

(periodisch oder periodisch fortgesetzt mit f (t + T ) = f (t) )

Fourier-Reihe: Ff(t) =
a0

2
+
∞∑
k=1
{ak cos kωt + bk sin kωt}

Kreisfrequenz: ω = 2π
T

Fourier-Koeffizienten:

ak =
2

T

T∫
0

f (t) cos kωt dt =
2

T

−T
2∫

−T
2

f (t) cos kωt dt k = 0, 1, 2, . . .

bk =
2

T

T∫
0

f (t) sin kωt dt =
2

T

−T
2∫

−T
2

f (t) sin kωt dt k = 1, 2, 3, . . .

Speziell T = 2π , f (x) periodisch mit 2π (⇒ ω = 1)

Ff(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1
{ak cos kx + bk sin kx}

ak =
1

π

2π∫
0

f (x) cos kx dx =
1

π

π∫
−π

f (x) cos kx dx k = 0, 1, 2, . . .

bk =
1

π

2π∫
0

f (x) sin kx dx =
1

π

π∫
−π

f (x) sin kx dx k = 1, 2, 3, . . .

Transformation einer T - periodischen Funktion f (t) in eine

2π- periodische Funktion f̃ (x) durch Substitution

t = T
2π x , f̃ (x) = f

(
T
2π x

)
, f (t + T ) = f (t) ⇒

f̃ (x + 2π) = f
(
T
2π (x + 2π)

)
= f

(
T
2π x + T

)
= f

(
T
2π x

)
= f̃ (x)



Fourier-Reihen (2)

Exponentielle Form der Fourier-Reihe:

Umformung mittels Eulerscher-Formel

ei kωt = cos(kωt)+ i sin(kωt) bzw. e−i kωt = cos(kωt)− i sin(kωt)

Ff(t) =
a0

2
+
∞∑

k=1
{ak cos(kωt) + bk sin(kωt)}

=
a0

2
+
∞∑

k=1

ak

2

(
ei kωt + e−i kωt

)
+

bk

2i

(
ei kωt − e−i kωt

)
=

a0

2
+
∞∑

k=1

ak − ibk

2
ei kωt +

ak + ibk

2
e−i kωt


=
∞∑

k=1

ak + ibk

2
e−i kωt +

a0

2
+
∞∑

k=1

ak − ibk

2
ei kωt

=
−∞∑

k=−1

a−k + ib−k

2
ei kωt +

a0

2
+
∞∑

k=1

ak − ibk

2
ei kωt ⇒

Ff(t) =
∞∑

k=−∞
ck ei kωt

mit c0 =
a0

2
, ck =

ak − ibk

2
, c−k =

ak + ibk

2
, k = 1, 2, 3, . . .

bzw. a0 = 2 , ak = ck +c−k , bk = (ck−c−k) i , k = 1, 2, 3, . . .



Fourier-Reihen (3)

Konvergenz der Fourier-Reihe:

f (x) 2π- periodisch und stückweise stetig differenzierbar ⇒

die Fourier-Reihe Ff(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

{ak cos (kx) + bk sin (kx)}

konvergiert punktweise für alle x ∈ R und es gilt

Ff(x) =


f (x) , wenn f (x) stetig in x,

f (x + 0) + f (x− 0)

2
, wenn f (x) unstetig in x.

Die Konvergenz ist gleichmäßig in allen beschränkten und abgeschlos-

senen Intervallen [a, b] , in denen f (x) stetig ist.

In allen Unstetigkeitsstellen überschwingen die Partialsummen

Sn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

{ak cos (kx) + bk sin (kx)}

für große n den Sprung um ca. 17,89 % .

(Gibbs-sches Phänomen)
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