Hohere Mathematik fiir technische Studienginge
Vorbereitungsaufgaben fiir die Ubungen

Differentialrechnung fiir eine Veréanderliche
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existiert der Grenzwert nicht. d.b. f(x) in xg = 2 nicht differenzierbar.
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2. Losungshinweise:

f®)=Inz , z9>0.
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3. Losungshinweise:

Fiir f(z) = (x —a)?+b und g(x) =Inz muf
gelten, daB8 f(1) = (1 —a)?+b=g(1) =0 und
f(1)=2(1—a) =¢'(1) = 1. Daraus ergibt sich
a = %, b= —i . Dabei gibt es zwei Moglich-
keiten, Teile von f(z) und g(z) in g = 1 zu
verbinden: fa(x)

f1 {x)

Inz ,0<x <1

mo={ Gy 5

f2<x>:{ (z-3P?-1 z<1

Inz ,x>1

4. Losungshinweise:

a) Y =—2% b) y = La?Va3 ¢) ¥ =x2nz+1)— 422
d) vy =3ze*2lnz—zlnz+1) e) Yy = —7\/5(&1\/5)2 f) o = _—arlcff;szw(:ir:;lf;;
g) Y = % h) ¢ = —622sin(2z3)

5. Loésungshinweise:

a) ¥ =—sin2e, y(§)=-1, b) v = v e ) YD =3
6. Losungshinweise:
a) o = (cosz)” T (2zIncosz — (2 + 4) tan z) b) ¥ =(a+zlna+2nz)r? a2
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7. Loésungshinweise:

Schnittpunkt (3;0) ;  Winkel ¢ = % , tana = ¢/(3) = 3v3, a =T ; Tangente
y=1V3z—V3 .

8. Losungshinweise:

Tangentenanstieg f/(x) = ﬁ 19 & sin2z = 1. Damit erhilt man ro=%, =0,
™

a:—i.



9. Losungshinweise:
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10. Losungshinweise:

f(z) =243z —2sinh (4z 4+ 1) ist fiir alle 2 € R definiert und (als Komposition elementarer
Funktionen) stetig.

(a) Fiir das Vorzeichen der ersten Ableitung gilt
f'(x)=3—8cosh(4x+1) <3 —-8<0 weil cosh(dr+1)>1VreR,
folglich ist f(x) fur z € R streng monoton fallend.

(b) Wegen sinh (4z + 1) % 0 fir 4z +1 % 0, gilt fiir die 2.Ableitung
f"(z) = —32sinh (42 + 1) % 0 fiir = § — 1, folglich ist f(z) konvex fiir
z < —% , konkav fir z > —% und besitzt deshalb in z = —% einen Wendepunkt.

(c) Die Funktionswerte f(—%) =2—-3—-2sinh 0= >0, f(0)=2-2sinh1=23—e+1 <0

besitzen verschiedenes Vorzeichen, die stetige Funktion f(z) besitzt folglich eine Nullstelle
in (—1; 0) (Zwischenwertsatz), die wegen der Monotonie von f(z) (Aufgabe (a)) die einzige
Nullstelle ist.
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12.

13.

Lésungshinweise:

Gleichung der Tangente: y = 2(xo — 1)z + 1 — 23 ;

Schnittpunkt der Tangente mit den Achsen:

=0 : ylzl—x% ;

y=0: 2xp—Dz1+1—-22=0

xr1 = %(ZEO + 1) .
Maximierung des Inhaltes:
A(zo) = Lz
= 1 (1+z0)(1 —ap) = 3(—af —af + 20+ 1),

aus A’ = 0 folgt zo = 3+ mit A"(3) <0;

$1=%7Z/1=%, Amaa::%-
Lésungshinweise:
1
Gesamtfliache: A=a-b=1 = b=—- ()
a
bedruckte Fléche:
B=(a-0,2)(b—-0,1) = (a—0,2)(——0,1)=1,02— —0,1a
a a

Notwendige Bedingung:

0,2 |
_22 01t0 = a?=2, a=v2 ¥ =22

B/

Hinreichende Bedingung:

0,4
B//(a) — _ a3

<0 = B'(vV2)<0 = rel. Max,

Binaz = B(V/2) = 1,02 - 0,22 ~ 0,7372 m?

Loésungshinweise:

a)y = C(1+3b)"2%In(1 + 3b) - (=2) ;

1
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Je=i"W 2n(1+35) * " dy 2Wn(1+30)  2yln(1+3D)
dy 1
- y':%:a:—2y1n(1+3b):—20(1+3b)*2ﬂn(1+3b);
dy
()

>1
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d) f(z) = (1 + 3> , Inf(z)=—-2zIn <1 + 3) (logarithmische Ableitung),
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14. Lésungshinweise:
Funktion und Ableitungen:
x
xr) = —, D =R, iiberall stetig.
1
! =(1+ :r2)_%

f/(x): \/l—i-x?_xizmlv B (1—|—x2)—x2 B
(V1+a?)? (VI+a2)3  (VI+a?)3
" __§ 3:2 _g = — 3x

Nullstellen und Vorzeichen von f(z):
>
Nullstelle xg = 0, zugleich Schnittpunkt mit y-Achse.

>
flz) =0 & =z =0 =
< <
Extremwerte und Monotonie (Nullstellen und Vorzeichen von f’(z)):
streng monoton wachsend, keine relativen Extremwerte.

f'(x) >0 VYxe Dy =

Wendepunkte und Kritmmung (Nullstellen und Vorzeichen von f”(x)):
konvex fiir z < 0

Wendepunkt 2y =0, f/(0) =1 (Anstieg Wendetangente)

<

>
f'"lz) =0 & =z =0 =
< > konkav fiir x > 0

Verhalten an den Grenzen von Dj:




z > : 1 : 1+ 22
(2 o = i Y
' Hospital

xll}j:rloo V1 + :L'2 - g - r—+oo 1 2x - xll)rinoo x I/ Hospital =
2v/1 + x2
Regel von 1”HOSPITAL fiithrt hier nicht nicht zu Erfolg! Elementare Umformung ergibt
I Z i L = lim =1
:v—1>I:Ii:loo V1+ x? a :v—l>I:Eoo 1 a x—1>I:Ii:loo || a
x
Skizze:
1
0.5
0
0.5
-1
-4 -3 -2 -1 1 1 2 3 4
Umkehrfunktion:

Wegen f'(z) > 0V € Dy existiert die Umkehrfunktion f~' mit Dy-1 = (=1;1) und Wy-1 =R
und ist im gesamten Definitionsbereich differenzierbar.
1 3
Es gilt (1) (yo) = e = (\/ 14 :1:(2]> , wobei yg = f(xg). Im Nullpunkt ergibt sich
o
f(0) = 0 und damit (f~1)'(0) = 1.

. Lésungshinweise:

y=e"b—¢e"), b>0

Nullstellen: e* >0 =

y=¢e"b—-e")=0 & (b—e")=0 = zny=Inb

4+ P

Ableitungen:
9 L -

y =e"(b—2e"), y' =e"(b—4e"), y" =e"(b—8e"). -
0

Extremwerte: ' =0 < (b—2e%) =0 = zp=I L

2 . . 2
y”(lng) = —% <0 = lokales Maximum mit yg = bz C 4k f) = e(d—e)

Wendepunkt: ¢/ = < (b—4e®) =0 = a5 = 1n§ 6 -

y"(Int) = —% # 0 = Wendepunkt mit ypr = -8
—20% und y/(In by = % (Anstieg Wendetangente). 10 1 1 L
3 -2 1 0 1
Grenzwerte:
lim e*(b—e®) =0, lim e*(b—e”) =o0(—0) = —00.

T——00 T—00



16. Losungshinweise:

Bemerkung:
In(z — a) Die Rechnung a8t sich beziiglich des Schreibaufwandes erheblich verkiirzen,
flx) = W wenn man statt f(z) die Funktion g(z) = f(z +a) = 1’;—2’ diskutiert und die
berechneten z-Stellen dann um a léngs der x-Achse ,verschiebt®, d.b. zu dem
berechneten z-Wert a addiert.

Definitionsbereich :
Weil das Argument des Logarithmus positiv sein muf, ist f(x) in Dy = (a;00) definiert (und
als Quotient elementarer Funktionen mit positivem Nenner dort iiberall) stetig.

Symmetrie : Weder gerade noch ungerade, weil f(—z) # f(z) und f(—z) # —f(z) .

Ableitungen :
, _ﬁ(m—a)Q—ln(:c—a)-Q(x—a)_1_21n(x_a)
f («T) - (x _ a)4 - (l‘ N a)3

v =2 (z—a)®—(1-2In(z —a)) - 3(z — a)? _ —5+6ln(z —a)
f (33) = (x _ a)6 - (w - a)4

" S (z—a)' = (-5+6In(zr —a))-4(x—a)® 26— 24In(z — a)
f (CU) = (:E _ a)B = (x . a)5

Hinweis fiir die weitere Rechnung: : Wegen x > a werden Nullstellen und Vorzeichen der
Funktion und der Ableitungen bestimmt durch Nullstellen und Vorzeichen des Zahlers, weil der
Nenner stets positiv ist.

Nullstellen und Vorzeichen von f(x) :

f(x)=0 & In(z—a)=0 & z-a=¢ & z=1+a;
fz)>0 & In(z—a)>0 < z-a>e" & z>14a;
fr)<0 & In(zx—a)<0 & z-a<e & z<l+a.

Damit ist f(z) negativ fir x € (a;1 4+ a) , positiv fiir x € (1 4+ a;00) und besitzt die einzige
Nullstelle fir xxy =1+ a .

Ezxtremwerte und Monotonie (Nullstellen und Vorzeichen von f'(z) ):

> > > >
f(z)20 < 1-2l(z-a)20 & 1=2(z—a) <« %zln(m—a)

& €

N|=
AV

>
T—a & JetaZuw.

Damit ist klar, dal f(z) in (a;+/e + a] monoton wichst, in [\/e + a;00) monoton fillt und
folglich in xg = /e + a ein relatives (lokales) Mazimum mit dem Funktionswert f(v/e + a) =

1
| — Ine2 1
n(veta-a) = 2% _ 2 pesitat.
(Ve+a—a)? e 2e
Weil in den offenen Intervallen (a;+/e + a) und (y/e + a;00) strenge Monotonie gegeben ist,
besitzt f(z) in xp sein eindeutig bestimmtes absolutes (globales) Mazximum, insbesondere gilt

f(z) < 5 fiir alle z € Dy (Wertebereich!).

Die Extremstelle 148t sich alternativ auch bestimmen aus der notwendigen Bedingung
ffx)=0 = x=\e+a

und bestatigen mit der hinreichenden Bedingung

f//(\@+a):—5+61n(\/6+a—a)_ 2

-— <0 .

(Ve+a—a)t o e?
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Wendepunkte und Kriimmungsverhalten (Nullstellen, Vorzeichen von f”(x)

f”(:c)%O & —5+61n(:u—a)§0 & 61n(x—a)§—5 & In(z —a)

AV
oot -

> 5 > 6
& rT-aZes & a:z\/e5+a.

Damit ist klar, daB f(z) in (a;Ved + a] konkav ist, in [Ve® + a;o00) konvex

ist und folglich in zy = Ve + a einen Wendepunkt mit dem Funktionswert
5

In(Ved +a — Ines 5
f(Ved +a) = n((i cta-a) = n§6 = —— besitzt.

(Ved +a—a)? e3 6 Ved
Die Wendestelle 148t sich alternativ auch bestimmen aus der notwendigen Bedingung
f"x)=0 = z=vVe+a

und bestétigen mit der hinreichenden Bedingung

f,,,(\(yg)+a):26—24ln(\6/e>5+a—a) 6

= >0 .

(Ved 4+ a—a)d e

Verhalten an den Grenzen des Definitionsbereiches :

. ln(m—a):< —o >:_OO

z—at+ (x — a)? 040

. In(x—a) ooy . = o 1 _
gch—>rgo (:L‘ — a)2 - <§) — ! Hospital gch—>rgo 2(1’ — a) o mh—>nolo 2(1‘ — a)2 =0+0
Wertebereich :
Weil f(z) < 5=, liHJlrof(ac) = —oo (und f(z) stetig ist!) gilt fiir den Wertebereich

r—a
1

We=|(—00; —| .

= ()
Loésungshinweise:
a) f(zr) =z +sinz
Nullstellen:
r+sine =0 & sine=-—-x = xy =0 ist einzige Nullstelle

(aus graphischer Uberlegung, Schnittpunkt von y = sinz mit y = —x).

Ableitungen:

f(x)=1+cosz, f'(x)=—sinx, f"(xr)=—cosz.

Extremwerte und Monotonie:

f(x)=0 & cosz=—-1 = ap=n+2kr=Q2k+1)7w,keZ ,

Fiir « # xy, gilt cosx > —1 und deshalb f’(z) > 0. Damit ist f(z) monoton wachsend und besitzt
also kein Extremwerte.

Wendepunkte und Kriimmung:

Wegen f"(xp) = —sin(2k+ )7 =0 und [ (xr) = —cos(2k+1)r =1 # 0 besitzt f(z) an
den Stellen z;, Horizontalwendepunkte.

Die xj, sind nicht die einzigen Nullstellen der 2. Ableitung! f”(x) = —sinz =0 gilt auch noch



18.

fir x; = 2lwr , 1 € Z . Dafiir ist f"(x;) = —cos2lmr = —1# 0. Auch an diesen Stellen besitzt
f(z) Wendepunkte, hier mit dem Anstieg der Wendetangente von f/(2i7) = 1+ cos2imr =2 .

y=EXFEnK

P

s

Zwischen den Wendepunkten ist f(z) konvex oder konkav Yt
gekriimmt. Auskunft dariiber gibt das Vorzeichen der zwei-
ten Ableitung:
f(z) konvex, wenn f”(z) = —sinz > 0, wenn also sinz < 0,
d.b. fiir x € ((Qk:— 1)m; 2/<:7T) , ke,
f(z) konkav, wenn f”(x) = —sinz < 0, wenn also sinz > 0,
d.b.fﬁraze<2k7r;(2k+1)7r), keZ . —
! 1 1

b dim L) i LT (60 = g GECOSTT (0

a—0 f(x) z—0 x +sinx z—0 x4+ sinx 0

—sinz- 1 1
(Regel von 'Hospital anwenden) = lim oY + (1+cosz)
z—0 1+ cosx

T 2t 3w 4m St ox

>1

5

Loésungshinweise:
1 1

yzm, a#0, Df=(—00;0)fira<0, Dy=(0;00) fiira>0.

x
Nullstellen:

_ In(az)+1 __ o 1
y=—r—=0 & In(ar)=-1 = aoy=_
Ableitungen: 3 [ [ [ [ [ [
P R L S Y = U oLy iz
x
Extremwerte: y =0 <  In(az)=0 = ag=1 1L
y"(1)=-a® = lokales Minimum fiir a > 0 ,
lokales Maximum fiir a < 0, yp =a . 0
Wendepunkte: -1
y'= & 2In(az)-1=0 = ay=1e 2 y = ln(2§)+1
y"(L/e) = 7(5_1;\/6) a* # 0 , Wendepunkt, yy = %% : -3 S SE—
4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Grenzwerte:
a<0: lim f(z)=o00 , lim f(z)=0;

z—0-0 —00
a>0: lim f(zr)=-oc0 , lim f(z)=0

z—0+40 —00




19. Losungshinweise:

20.

fa)=1+lgs |, =1 J@)=-ts . FO=2.

Argumentwertéinderung: Ax = dz = x — x9

Funktionswerténderung: ’Ay = f(xo+dx) — f(xo) = dy = f'(x0) - dx‘

dr=0,1 = dy=2-0,1=0,2 , Ay=f(1,1)— f(1)=Ing§~0,20067
dr=0,5 = dy=2-0,5=1,0 , Ay=f(1,5 - f(1)=Ing2 =1In3~1,09861
dz=0,9 = dy=2-0,9=1,8 |, Ay:f(1,9)—f(1):ln[1):?:ln19%2,94444
Loésungshinweise:

V=24, V'=%d*, |Ad<0,1cm.
absoluter Fehler: |AV|~ |dV|=|V'|-|Ad| < Z-50%-0,1 = 392,70 cm?

A d
relativer Fehler: 'VV ~ “}/ = % -|Ad| < 0,006 ; prozentualer Fehler: 0,6 % .



