Elementare Funktionen (Losungshinweise)

1. Losungshinweise:

a) Funktion; auch fiir |z| = 1 wegen 22 —1 =1—2? = 0 eindeutig bestimmte Werte y(—1) =

y(1) = 0.

b) keine Funktion; nicht eindeutig z.B. fiir durch 6 teilbaren Zahlen.

c¢) keine Funktion; y = —z und y = z + 2« erfiillen die Gleichung, sind jedoch fir z # —«
verschieden.

d) Funktion.

2. Losungshinweise:

a‘) f(m):x2—x,
fle+)=@+1)2-@@+)=@+D)(z+1)-1)=22+2=(—2)?— (~2) = f(—2) ;
z—1
b f@ =11,

3. Losungshinweise:

0, z>0
— 2 2 _ _ 2 ) =Y — — .
a) y = ava? —a° = zxlz| —2° = { 2?2 z<0. D(f) = R, W(f) = (—o0;0], monoton

wachsend.
b) Aus 4z — 22 > 1 folgt D(f) = [2 — V/3;2 + V3], W(f) = [0; VIn 4], beschrinkt.

c) Aus 22 — 4 > 0 folgt D(f) = (—o0; —2] U [2;00).
Fir x € (—o0;—2] gilt y € (—o00; —4] und ist monoton wachsend. Man sieht das z.B. an der
Darstellung y = (x — 2) + (—=v2? — 4), denn beide Summanden werden dafiir am gréfiten bei

x = —2 und fallen unbeschrénkt fiir abnehmendes x.
Fir z € [2;00) gilt y € (—2;0] und ist monoton fallend. Man sieht das z.B. an der Darstellung
— V-4 Va2 —4 4
Yy = (z v )@+ vV ) —2=———— — 2 denn der Nenner wird am kleinsten bei
r+ V-4 x+Var—4

z = 2 und wiachst unbeschrankt fiir zunehmendes x.

d) D(f) = (—00;0) U (0;1] . Fiir z € (—o00;0) gilt 2+ /I —2z >3, damit —co <y < 2 <0 ; fiir
z€(0;1] gilt2<2+vIT—2<3,damit 2 < 2 <y < 2 < oo. Damit ist W(f) = (—o0;0)U[2;00) .

e) D(f)=[-1;1] , W(f) =[0;1] (oberer Halbkreis); gerade Funktion.
£) D(f)=(-1;1), W(f) =[1;00) (reziprok zu f aus e).

9y = VIl ={ YTV 2 o)~ i wi) = o).

, +<0.
h) Ausz # 0 und In|z| # 1 folgt D(f) = R\{—e;0;e} . Wegen 1—In |z| € R gilt W(f) =R\{0}.




4. Lésungshinweise:
a)y =cos?3r+1: D(f) =R; 0<|cos3z| <1=1<cos?3z+1<2=W(f)=]I12].
Periode 5 , denn cos? a = | cos a|? ist periodisch mit 7 und folglich erhilt man
fz+%)=cos?3(z+%)+1=cos?(Bz+7)+1=cos?3z+1=f(z).
b)y = (cos3x+1)2: D(f)=R; 0<cos3z+1<2=0<(cos3zx+1)2<4=W(f)=][0;4] .
Periode %77 , denn (cos3z + 1)? = cos? 3z + 2cos 3z + 1, analog zu a) ist zwar cos? 3z periodisch
mit %, jedoch cos 3z = cos (3x + 27) = cos 3 (m + %7‘1’) erst periodisch mit %ﬂ' .
c)y=In(2sin®z+1): D(f)=R; 0<sin?2<1=1<2sinr+1<3=1In1<In(2sin’z+1) <
In3 = W(f) =[0;In3] . Die Periode 7 wird bestimmt durch sin®z .

5. Lésungshinweise:

s

5 in Richtung der positiven z-Achse verschoben

a) y = sin(x — §) ist im Vergleich zu y = sinz um
und entspricht damit y = —cosx.

b) Bei y = |sin(x — )| werden zusétzlich zu der Verschiebung bei a) die Bégen mit negativen
Funktionswerten an der y-Achse gespiegelt.

c) y = sin |z — §| entsteht aus Verschiebung von sin |z| um 7 in Richtung der positiven z-Achse.
Fiir y = sin |z| selbst gilt dabei sin |z| = sinx fir > 0 und sin x| = sin(—=z) fiir z < 0, der Ast

fiir z < 0 ist die Spiegelung des Astes fiir x > 0 an der y-Achse.

d) y = sin2z ergibt fiir den halben Argumentwert den gleichen Funktionswert wie y = sinz,
bedeutet also eine ,,Stauchung® von sinx um den Faktor 2 beziiglich der x-Achse. y = sin 2z ist
deshalb periodisch mit .

e) y = 2sin 2z ist verlichen mit y = sin 2x ldngs der y-Achse um den Faktor 2 , gestreckt®, weil alle
Funktionswerte verdoppelt werden.

f)y = sin § —% ist verglichen mit sin  um den Faktor 2 , gestreckt” und zusétzlich um % in Richtung
der negativen y-Achse verschoben.

6. Losungshinweise:

a) p(z) >0 = 2kr<z<(2k+1)mkeZ; b) zeR; c) zeR;

7. Losungshinweise:

a) tan(2r +2)=1 = 2xo+2=7+k-m = xp=-1+5+k -5, kganzzahlig.

b) (4cos?x — 1)sinx =1

2 2

Ersetzt man cos“x = 1 — sin“z und substituiert anschlieBend z = sinz , so erhilt man
die Gleichung —42% + 3z — 1 = 0 . Eine Nullstelle ist offensichtlich z; = —1 . Nach Abspalten des
Linearfaktors (z+1) durch Polynomendivision erhélt man (—423+3z—1) : (z+1) = —422+42—1 =
—(22—1)? =0 und damit die weiteren Nullstellen z9 3 = % . Riicksubstutition ergibt die Gleichung
sinz = —1 mit den Losungen x; = %77 + k- 27, k ganzzahlig, und die Gleichung sinx = % mit
den Losungen wxo) = § + k- 27 und x3) = %71‘ + k - 2w . Die Losungen lassen sich zu einer

Darstellung zusammenfassen, xj = § + k - %W, k ganzzahlig .

S

c) er'm2Va? _ 1=0

etV L2 92— 1 a2 2|4+ 1=(|z|-1)2=0, |a|-1=0, m10==1 .



8. Losungshinweise:

a) arcsinx 4 arccosx = § < arcsinz = § — arccosx < x = sin (§ — arccosz) = cos(arccos ) =

b) arccos(—x) + arccos & = 7 < arccos & = m — arccos(—1)

< x = (cosm — arccos(—x)) = — cos(arccos(—x)) = —(—x) =z
arccos(—x)
T T
arccos x - -arccos X+ 7
/2 /2

arcsin x

arccos X

-arccos X

9. Losungshinweise:

2
= = 2 = = z ’ x Z 0 ’
)y = f@) = aVe? = afl = {0 T2
Normalparabel ist f(z) fiir alle reellen x definiert, streng monoton wachsend und nimmt alle rellen

y als Werte an. Die Umkehrfunktion 148t sich in zwei Teilschritten bestimmen:

1. Fir >0 gilt y= 22>0 und daraus folgt x = Vv als Umkehrung;

Wegen der bekannten Eigenschaften der

2. Fir 2 <0 gilt y=—22 <0 und damit bekommt man —y = 22 V-y=va? =z = ,
also die Umkehrung == —/—vy .
Nach Vertauschung der Variablen erhilt man (zusammengefafit) fiir die Umkehrfunktion

v=rto={ =TI

b) Wegen der auftretenden Wurzeln ist y = f(z) = vz — 1+ Vo + 1 definiert fiir = > 1, der
(maximale) Definitionsbereich ist also Dy = [1;00) .

Als Summe streng monotoner wachsender (Wurzel-)Funktionen ist f(z) selbst streng monoton
wachsend und auf ganz Dy deshalb auch umkehrbar. Aus der Monotonie folgt fiir den Wertebereich
der Funktion Wy =[f(1); lim f(z)) = [v2;00) .

rT—00

Die Umkehrfunktion f~! mit D;-1 = Wy = [\/2;00) und Wj-1 = Dy = [1;00) erhélt man durch
Auflésen von y = vx — 1+ x+1 nach x (Wurzelgleichung in z, zweimal , Wurzel separieren
und quadrieren®), das ergibt = = f~1(y) = y:;f = % + y% . Nach Vertauschung der Variablen

2

erhilt man schlieBlich fiir die Umkehrfunktion y = f~'(z) = & + % .

4 z2

Bemerkung:

2
Dj-1 =Wy =[V2;00) ist nicht der maximale Definitionsbereich von y = g(z) = - + ;12 aber
nur dort ist das die gesuchte Umkehrfunktion.



10.

11.

12.

Loésungshinweise:

i) =Io(1—e7) = ig(r)=1I(1—e')~0,6321 , also ca. 63% des Endwertes I .
Die Stromstérke erreicht 95% des Endwertes, wenn

Ip(l—e7)=0,95Ip & er=1-09=L & t=7l20~37 .

Die Selbstinduktionsspannung f&llt sinkt demnach auf wu(71n20) =0,05U, .

i Uy
I, Uo
0951, /r__————
06321,
0,05 U, —
T 21 3z t T 2t 31 t

Loésungshinweise:

a)z(t)=1+tecR, y(t)=1+t>>1, parameterfreic Form y=1+ (z—1)% firz R,
eine Normalparabel mit Scheitelpunkt S(1;1) , wird ,,von links nach rechts“ durchlaufen.

b)z(t) =t?—2t+3=(t—-1)2+2>2, ylt)=t>-2t+1=(t-12>0,

parameterfreie Form: y—x = —2 bzw. y =2 —2 fiir x > 2, ein von @Q(2;0) ausgehender Strahl
(Halbgerade) mit Anstieg 1 , wird doppelt durchlaufen, fiir ¢ von —oo bis 1 bewegt sich P(z,y) auf
Q zu, ,wendet“ (fiir ¢t = 1) in @ und durchliduft die Halbgerade fiir ¢ von 1 bis 400 ein zweites Mal.

c) z(t) = cos2t € [-1;1] , y(t) =sin®t € [0;1] ,

parameterfreie Form: z = cos2t = cos?t —sin?t = 1 — 2sin’t = 1 — 2y fiir y € [0;1]

bzw. y = —% + % fir 2 € [-1;1] , die Strecke (Geradenstiick) zwischen R(—1;1) und
T(1;0) . P(x,y) bewegt sich darauf zwischen R und 7' ,hin und her®, befindet sich z.B. bei
t =0 in T, durchlduft fiir ¢ = 7 den Punkt (O; %) auf der y-Achse, ,wendet® fiir ¢ = § in R und
bewegt sich wieder zuriick auf 7" zu, der fiir ¢ = 7 erreicht wird.

d) z(t) =cos2t € [-1;1], y(t) =sint € [-1;1],
parameterfreie Form: x = cos2t = cos?t —sin®t =1 — 2sin?t = 1 — 232 fiir y € [~1;1]

oder y = 4,/ 1_Tr fiir z € [—1; 1] ; das liegende, nach links offene Parabelstiick mit den Endpunkten

R(—1;1), T(—1;—1) und dem Scheitel S(1;0) . P(z,y) bewegt sich darauf zwischen R und 7", hin

und her®, befindet sich z.B. bei ¢t = 0 in S, durchlduft fiir ¢ = § die y-Achse im Punkt (0; %),
,wendet® fiir £ = 7 in R und bewegt sich wieder zuriick durch S (¢ = 7) auf T zu, der fiir ¢ = %W

erreicht wird. Bei t = 27 wird schliellich wieder der Scheitelpunkt S durchlaufen.

Lésungshinweise:

Schnittpunkte (0;0) und (2a;0) des Kreises mit der x-Achse und Punkt P(z;y) auf dem Kreisum-

fang bilden ein rechtwinkliges Dreieck (Satz des THALES). Damit erhélt man cosp = L baw. r =
a

2a cos ¢ als Darstellung des Kreises in Polarkoordinaten. Als eine Parameterdarstellung findet man

damit

(o) = r(p)cosgp = 2acos’p und y(p) = r(p)sing = 2acospsing = asin2p  mit



13.

14.

Loésungshinweise:

Aus der Polarkoordinaten-Darstellung r = r(p) , ¢ € [p1;p2) , ergibt sich eine Parameterdarstellung

z=r(p)cosp,y =r(p)sing , v € [p1;p2] .

a) Kardioide:

r=2a(l+cosp), pe(0;2r] , a>0.

r(0) = 2a, r(p) fillt mit wachsendem ¢
bis 7(7) = 0 und wéchst dann wieder bis
r(27) = 2a.

Parameterdarstellung:

x = 2a(l + cosp)cosp ,
y=2a(l+cosy)sing , ¢ € [0;27) .

b) Archimedische Spirale:

r=ayp, ¢ €[0;2nk], a > 0 (k Unldufe)

r(0) = 0, r wachst proportional mit
¢ , vom Ursprung ausgehende Strahlen
schneiden die Spirale in konstanten
Absténden r(¢ + 27) —r(p) = 27 a.

Parameterdarstellung:
T =apcosp ,

y=apsing , @€ [0;2rk] .

Loésungshinweise:

Seien d, = rcosa bzw. d; = lcos( die
Projektionen der Schubstangenlinge I
bzw. der Kurbellinge r auf die Waage-
rechte (d, < 0 fiir a € (3, 37) ).

Der Abstand d(«) ist dann gerade die
Summe d; + d, dieser Projektionen (Hilfs-
grofen und Bezeichnungen siehe Skizze)

dla) =d, + dy=rcosa+lcosf

Nach dem Sinussatz gilt im Dreieck A WBZ |, dass

Wegen cosf=+/1—sin?f findet man schlieflich

r=1(9)

Kardioide
r=2a(l+cosg), (a>0)

4na

®w>
A

-3/2|ma

-7/2|a

Archimedische Spirale
r=ag , ¢>0 (a>0)

N Ad@)=d,+ d

+— —

. ro.
— , also smﬁzjsma.

sin3  sina

d(a) =rcosa +1y/1—sin?3 =rcosa +1y/1 — (%sinoz)2 =rcosa+ VI2—-r2sin®a .



15. Lésungshinweise:

a)x= (l—d)cosa , y=dsina, a € [0;27]

r 2 y?

l_dzcosa, %:sina = m + = =1.

Die Bahnkurve ist also eine Ellipse, speziell fiir d = % ergibt sich der Kreis 2% + 32 =4d? .

b)



