Ho6here Mathematik fiir technische Studienginge
Vorbereitungsaufgaben fiir die Ubungen

Funktionenreihen (Losungen)

1. Lésungshinweise:

. n+1
a)r= lim |- = lim (1+1)
n—oo | 4n+ n—oo
_ 1 an 1. 2041 _ 1
b) r= Jim an_H’ nl_,ngoz 1= 3 -
o0
T = % 510 ; i — L Wegen nl r > % ist harmonische Reihe divergente Minorante.
=1 n=1 2 2
oo
= % : Z (=" Z(Tl—l) konvergiert nach LEIBNIZ-Kriterium fiir alternierende Reihen.
c)r= hm L_ — lim 1 =0, nirgends konvergent.
n—oo y/|an| n—oo ’
d) r= lim — L_ — lim n = oo, bestindig konvergent.
n—oo V/|an| n—o00

2. Losungshinweise:

o0 o0
(2z—m)k ok k
a) e R T ’;1 R(k+1) (z—3%)
BT (k+1)(k+2) ok _ i1 2y _ 1
" JE{; ak+1 - ,}L kAT R(kt1) klgf)loﬁ 1+3)=3"
Konvergent fiir [z — 5| < 5, d.b. 5t <z < THL
Randpunkte: z = ”T‘H bzw. 2z —m =1,
o0
1 1 . 1,1 _ 1 1 1 . 1
= (b)) =gim (1-54d-d+ - f- ) = dim (1-g) =1
RO T (k k:+1> it Ta—35 7t TR RT) T k+1
T = “T_l bzw. 2z —m=—-1, > k(%i)llﬁ) konvergiert nach LEIBNIZ-Kriterium.
k=1
o0 o0
b)Z(—%) g Z nx”mitan:%, n=2k—-1, a,=0, n=2k,
k=1 k=1
r = lim |-%2—| nicht anwendbar.
n—oo
oo
Direkte Anwendung des Quorientenkriteriums auf die Reihe kz—:1 ¢ mit ¢ = ( %)k 2,: T ergibt:
. 2k+1 2k: 2k—1 2 .,
kILHolo ot = hm 2kf1|(2k+1) ' \x(l%—l) = %klin;ogi =k | <1 fir —vV2<z<v2.
Randpunkte
[e.e] oo oo oo
_ : D AN G N D ALA GV (k!

Beide Reihen sind konvergent nach dem LEIBNIz-Kriterium fiir alternierende Reihen.
Der Konvergenzbereich der Reihe ist also —V2<z<+V2.

o0 o
(2z4+1)* 2k 1\k
c) 1;1 i+3 = kzjl E+3 (“7 + 5)




— 3 an _ 3 2™ . n+4 __ l : n+4 l
r=lim )= lim Fm-gfg =g lim TRg =g
= konwergent fiir |z + 1| <1 db. —1<a <0, divergent fiir |z + 3| > 5 .

Randpunkte des Konvergenzbereiches:

o0
r= 0: > % z 1+ =  divergent , harmonische Reihe.
k=1 k=4
S~ (1"
r=-1: > +5~ konvergiert nach LEIBN1Z-Kriterium fiir alternierende Reihen.
k=1

Konvergenzbereich: —1 < x <0

&S

Lésungsvariante: Anwendung Quotientenkriterium auf die Ausgangsreihe » ug(x)
k=1
1 unt1(2) | (2z+1)" ! +3 R
nh_)rgo | = nll_>r1010 v CrR AL = |2z + 1] h_)n;o s = 22 + 1] < 1
= konvergent fiir |[x + 3| < 3 ,  weiter, wie oben ...

3. Losungshinweise:
flx)=cos’z, f(5)=3,
f'(x) =2cosz(—sinz) = —sin 2z , f’(g) =—1; f’(z) = —2cos2z , f”(%) =0
f"(x) = 4sin2z | f”’( )=4; f(4)(x) = 8cos2zx , f(4)(%) =0
)
fonge -

~ R, [O(E) = (R
(—1)F 221 cos 2z f(%)(g):0, k=1,2,....

[e%s) o - . _ _
+21( ) (2414—1)1 (9071)(% 1):%,(1«*2)+%(x71)37+””

fz) =

D=
I

4. Lésungshinweise:

1P
y®) () y®) (o) ap =2 k(' o)
y = (z+1)sinhz | y(0) = 0 |a = 0
Yy = sinhz + (x + 1) coshz | y/(0) = 1 |a = 1
y" = 2coshx + (z+ 1)sinhx y"(0) = 2 as = 1
y" = 3sinhx + (x 4+ 1) coshx y"(0) = 1 as = %
y@ = 4coshx + (z+ 1) sinhz ¥ (0) = 4 ay = %
y@=1 = (2l —1)sinhz 4 (z +1)coshz | y@D0) = 1 |ay_1 = ﬁ
y@ = (20)coshw + (z + 1)sinhz |y (0) = 21 |ay = ﬁ
1 1 1 1
(r+)sinhz =z +a?+ —2® + —a* + ...+ ——2" "y a2

6 ' 6 (20 —1)! (20— 1)!



5. Lésungshinweise:

(k)
Yy (o
Y (a) W) | = L
2
y 5 Y0 ag
2 2 1 1
/ — — (=1) = (0 = - = —
Y oo V=g (VO 2 | M 2
2 2 1 1
1 — _2 _1 — 2 /! 0 — - — -
2 2 3 1
"= 2.(=3 -1)=2-3 o) = — = =
Yy ( )(2_x)4 ( ) (2-%’)4 Yy ( ) 4 as S
2 2 1
4 = 2.3.4 @) = 4. = = il
Yy (2 — .’E)5 Yy ( ) 25 a4 94
2 2 1
k _ k _ _
yk) = k! @y Y )(0) A ST | % = o
2 11, 14 1 . =1,
Konvergenzradius: lim {ap == = r=2;
k—o0 2
oo
xr=2: Z 1* =00 (bestimmt divergent) ;
k=0
[e.e]
x=-2: (=1)F  (unbestimmt divergent) . = Reihe konvergent fiir |z] <2 .
k=0
* 1
Lésungsvariante: Bekannt ist die geometrische Reihe Y ¢! = T2
n=1 —4q
, 2 1 A L
damit findet man 2_x:1_§:;(2) :kz_[)%x .



6. Losungshinweise:

y™ (2) y(™ () ay, = y(";(!wo)
y = sinh’z+1 y(0) = 1l ap = 1
Yy’ =2sinhxcoshz
= sinh2z| ¢/(0) = 0o a1 = 0
Y = 2cosh2z| ¢"(0) = 2 ax = % =1
— 4sinh2z| ¢"(0) = 0 a3 = 0
g = 8cosh2z| yW(0) = 8| ay = % = %
y® = 16sinh2z| y®(0) = 0 a5 = 0
y©® = 32cosh2z| y©(0) = 32| as = =2
yh=1) = 9222 ginh 2z | (%=1 (0) = 0 age—1 = 0
y(%) = 22k~ 1¢osh 22 y(%)(O) =221 g = %
k=1,2,...

1 2
(a) sinh2x+1:1+a:2+§954+£x6+...

(b) ag=1, aop_1=0 , a9 = , k=1,2,...

1 (1 " 1 n 1_1 > 9n o 1
:4<Zm(2m) +nz:;)n!(—2:v) )+2—4<Zn!(1+(—1) )x>—|—2

n=0

(Koeffizienten verschwinden fiir ungeradzahlige n = 2k — 1)

> 22k
=0

1 [ 2% : 11 >
i (Z I ) T35 3 @t ta=lt é @’

k=0 k



7.

10.

Loésungshinweise:
a)ln(l—z)=In(1+(—z))= 3 (1) ED = S (2 | 1< (—a) <1
n=1 n=1

M —In(1+a2)—In(l-2z) =Y ()" +1) 2 = ;;1 202

n=1
—2(z+5+%+.), —1<a<l.
b) Man setze in der unter a) bestimmten Reihe x = —b Fiir a,b > 0 gilt dann
a—b
liegt also im Konvergenzbereich und weiter gilt In 1‘”" =In : a4t =In¢ =Ina—1Ind.
T a+b

Lésungshinweise:

f@=Ing =ne—2r, fl@)=}-2, fM@)=)050 nx2.
fay=-2-(@-1+ % @ -1k
k=2

Herleitung aus der Reihe fiir In(1+ z) :

In(l+z)= Y (=)L —1<2<1l = hr=h(l+(z-1))
n=1
= S (e ) L@ 124l -1 -, —l<a-1<1,
n=1
f@)=Inzx—2z=Inz—2(x—1)—2
=—2—(z-1)—3(x-12+3@@-1%-+..., 0<z<2.
Losungshinweise:

Taylorpolynom 3.Grades in zg = 1:  ps(z) =3+ (z —1) — 3(z — 1)* + §(z — 1)3
Niherung fiir £ = 0,984 = 2 —1=-0,016=—-2%.10"3

K(0,984) ~ p3(0,984) = 3 — 15 — £ — 235 = 3 — 0,016064512 = 2, 983935488
Taschenrechner: K (0,984) =1+ 2,/0,984 =~ 2,9839355

Losungshinweise:
(k) (0
a) f(@) =5 =03 fO)=(Dgdm, =D, k=012
o0
f@)y=Y(-Drzb =1 -2 4+22 -2+ 24 — 4. ..
k=0

b) pa(r) =1 —ax+2% - 23+ 2%, ps(0,1) =0,9091 (zum Vergleich: f(0,1) = 0,90)
Restgliedabschétzung:

(5) 5 .
IR4(0,1)] = | £2@ o, 1)5) - ‘(—1)5((10;113)6 =10 (e < 107°, weil 0 € (0;0,1) .
) mz = dr (o) =g X ()" = 3 H T = X (e

d) Substitution 2 = ¢* in die Reihe fiir ;7 liefert: 1+t2 = S (=1)* 12D | Damit

n=1
T X Fr =1 p2(n—1) N D ey T R G (s R e |
arctan z = => [(-1)" 't dt =Y ‘55 L . =3 S5 :
n=10 n=1 n=1

a—b
+b’ <1,z



11. Lésungshinweise:

o0
Bekannt ist e* = %l,c (mit Konvergenzradius r = 00) .
k=0 "
. . 2 1- 2 =, k t2k . . . .
Substitution x = —t* liefert e™" = >~ (=1)"% , gliedweise Integration ergibt

o = k 2k = k t2k+1 —1" 1,11 1
Fiir die Partialsummen gilt:
so=1, s1=1-1=0,6667, so=1—%+:5=07667, s3=1—1+L—L=0,7475

sg=1—t4d L L —0 7467 .

Bemerkung zur Genauigkeit: Die Folge ﬁ der Reihenglieder ist alternierend mit monoton

fallenden Betréigen. Fiir die Partialsummen s, sind die (Teil-)Folgen so; monoton fallend und
Sor+1 monoton wachsend mit Sor+1 < § < So, wobei s die gesuchte Reihensumme ist. Es gilt
s = 8p + As mit dem Fehler |As| < |sp41 — $p| = |an+1| = m .

12. Lésungshinweise:

1, —7m <z <0
-}

oo
ag .
— + ag cos kx + by sin kx
—%:1:—1—2, 0 <z <m 2 ; )

:i/ﬂf(x)da::jr (/Old:c—i—](ix—i—Z) dz | =2
-7 T 0

™ 0 ™
1 1 2 2
= /f(a:) coskrdr = — /Coska:d:c+/ (—x—i—?) coskrdr | = ——5 (1 —coskm)
7'(' T 7 w4k
-7 —TT 0
4
3, k=20-1 . : . :
={ 7k ,1=1,2,... . (partielle Integration beim zweiten Integral)
0, k=2
T 0 ™
1 . 1 . 2 , 1
by, = /f(x)smkxdx =— /smkxdx—k/ <—a:+2> sinkrdz | = — (14 coskm)
T T T mk
- ™ 0
0, k=20—-1
- 2 ; [ = 1,2,
— k=2l
k'’

Zl <772 1) 5 cos (20 — 1)z + 7rlsm?lau)



13. Losungshinweise:

5, —m <x <-—3%
) = —x, -1 <z <7 1st. oﬂ"e.nsmhth?h ungerade, besitzt also eine
reine Sinus-Reihe:
™ ™
™ 3 ™
2 2 T 2 T 1
b, = — /sink:x dr = — /—xsinkx dx +/—sink:x dr | = ——5sink— + —cosknm
v T 2 k2 2k
0 0 z
2

Fo)= (-2 1) sinz+ ssin2e+ [ = -~ )sinde + ~sinde + (——= — © ) sin5z +
xXr) = - SN T 2Sll’l X 971_ 3 SN O 4SII1 X 257r 5 SN o

14. Lésungshinweise:

a) f(x) ist offensichtlich wungerade, in der

Reihenentwicklung

=15

F(z) = % + Z {ay cos kx + by sin kx}
k=1

=T s T
gilt ap =0, k=0,1,... . o _I o
A
27r7rx_ 2 /m oz [—coskx\|" T
bk—w/(zl—2)smk:cd33—7r (Z—g) <k> O—Im/coslmdx
0 0 .
_coskrtl (=D +1_f0 L k=20-1,_
> sin (20 z)
= Fla)=) —0—
=1
b) F(0) =0, berechnet aus der Reihe bzw. wegen F(O):W.
F(0) # f(0) = =%, Sprungstelle von f(x) .
T T T L
F (Z) =f <Z) =35 Stetigkeitspunkt von f(z) .
T =sin(207) T ~=sin(l3) 1 1 1 1 2 (=1t

— — l 3 5 79 — 20-1




15. Losungshinweise:

f(x) ist offensichtlich gerade, besitzt also eine reine Cosinus-Reihe:

- ran = [ (=) we
0

92 T 2 w 2 -
—ﬂ/f(x)coskx dx:ﬂ/(ac—2) cos kx dx:ﬁ<cosk7r—cosk§>
0

vl

2

T 4 2
—— —cos x+ —cos2x— —cos3z+0-cosdx
8 7 47 91

2 4 2
— fcos5x+£00s6x— Ecos?x—ko cos8x + ...

Algemein gilt:

(2 E=4l+1

TR P THT
4

ay = k2m =0,1,2...
2
—— k=4
e +3
0 ,k=4l+4

T2 2 1
_8+7TZZ< cos(4l+1)a:+(4l_|_2)2tzos(4l+2)a:—(4l+3)2(:os(4l+3)x>

16. Losungshinweise:

f(x) ist offensichtlich einen gerade Funktion, die

Fourierreihe damit eine reine Cosinus-Reihe, in
der Reihenentwicklung ton
a oo
F(x) = ?O+Z{akcoskm+bksinkx} :
k=1 1
gilt bpy=0, k=1,... . -2n -7 n 2n
2 1 1)2 -1
/f dz = = /f Q/m+1y1 _2 @t () 49
T 2 0 s
—T gerade

™

1] 2 2 [
ak:/f(:v)cosk:x dxz/f@)cosk:n dx:/(x+1)cosk$ dz
T ) —- T T
0 0

-7 gerade



2 1 T 2 in & ka\|"
= (w+1)EsinkxO —/ksinkzx da:) = <(:U+1)Smk a:+coz2 a:) .
0
= 2( kr—1) = : (( 1)* 1)— “rw o k=21 1=1,2
— (coskm =3 = 0 k=2 o =12
(e e o
2 2
= F(m):%%-Zakcosk’x:%%—Z—Q((—l)k—l)cosk:n
k=1 =1
T 4 =cos (2l —1)x T 4 cos3x  cosbr  cosTx
=1 I <=1 _— =
EERE (20 — 1)2 3 7r<cosx+ o "5 TTa T )

17. Losungshinweise:

'4/:'12;

b) f ist ungerade, es gilt f(—z) = —f(x) .

2)

/T/"’;T//E

c) Weil f ungerade ist, ist die Fourierreihe eine reine Sinus-Reihe, in der Entwicklung F(z) =

o0
%+kzl{akcoskx+bksinkx} gilt ap=0, k=0,1,... .

2 T ) 2 —coskx\|" 2 T
bk—ﬂ_/(x—ﬂ)smk:xda:—(x—w) <k> 0+k}7T/COSkxdx

™

=]

= f@)~ Fz) = 3 (—2Sinkx) :(_z)ismk’”f

k=1 k=1
. sin2x sin3x
= (—2) (sinz + 5 T 3 +...

d) f ist stiickweise glatt und die Reihe konvergiert daher fir x # kr , k € Z, gegen f(x) . Fiir
x = kw, k € Z, konvergiert die Reihe gegen des Mittel aus links- und rechtsseitigen Gremzwert
von f(x) , wird also 0. Insbesondere kann f(x) in den ,Liicken* zy = m + 2kw , k € Z, damit
stetig ergdnzt werden und die Reihe konvergiert dann auch dort gegen die ergidnzte Funktion.



18. Losungshinweise:

a) f(x) ist offensichtlich ungerade, in der Reihenentwicklung

o
F(x):ao—i-Z(akcoskx+bksinkx) gilt ap=0, k=0,1,... .

2
/f sin(kz) d /smkac dz = - (—coskm +1)

T
0 , k=2 L (o] 1
— k=21 T 22—

b) Es gilt f(z) = f(%£) bzw. mit ¢t = £, daB f(t) = f(nt) und fiir die FOURIER-Reihe deshalb

_ 4ism (20— )7
T 20— 1
=1



