Hohere Mathematik fiir technische Studiengiinge

Vorbereitungsaufgaben fiir die Ubungen

Integralrechnung fiir eine Verinderliche

1. Losungshinweise:

(Integrationskonstanten sind weggelassen.)

a) fthxd;zc:ftdt:%:(ln;c)2 nz=t, 2=q

b) fscl‘;s‘; de = %:—%:—Sirlm sine =t , cosxdr=dt

C) f1$x4 dIL‘:% 11@2 — arctQant —_ arctgnx2 ZL‘22t , 20 dx = dt

T T E e — 6 (4295 — 243 _ 2 ( /A )3 _ 7 —

Je) [cosh®x sinh:pdx:ft3dt:t—:% coshr =t , sinhxdr=dt
cos? (4z+7) 4J cos?t 4 4 )

g) [ J — L arcsint — 2ein(vax) V3zx=t , V3dzr=dt
\/1(7 \f \/7 V3 V3 ’

h) fx\/x2+1d:r:%f\/fdtZ%\/ﬁ:%(xZ—i—l) 24+1 |22 +1=¢t , 2zdx=dt

i) [ %&:ﬁsx ——f%:—2\/f:—2\/5+cosw 54+cosz=t , —sindr=dt

2. Losungshinweise:

(Integrationskonstanten sind weggelassen.)

fu-v’dx:u-v—fu’-vdx

Jaxcoszdr =axsine— [1-sinzdz

rsinx + cosx
J 22 sinz dz —cos )

f2x

cosz)dx

= —x2008$+2f1‘COSl‘d33‘
:—x2008x+2xsinx+200sx
[ ze3® dx = § —[1-3 Le3r du
— %63 %ei’)x
Jarctanzdz = (arctanz)z — [ 7 -2 de
arctanx — 5 f 1?:;2 dzx

= xarctanz — 51n(1+:r )
= (nz) 223 — [L.223 da
:2\/§lnx—2fw_%dx
=2z lnzx —4/x

=2z (Inz — 2)

flnﬁdaz

v =cosz

u=ux,
u=2%, v =sinz
u=x, v =cosx
(vergl. Aufgabe a)

u=x, v =e¥

u=arctanz , v =1

/
Typ: [+ dz=In|f|

/

=T

N|=

u=Inx, v

1
VT



f) [(nz)?dx = (Inz)?z — [22 .54y u=(Inz)?, v =1
=z(lnz)? -2 [lnzdz u=Ilnz, v=1

(
=z(lnz)?-2((lnz)z— [L. 2dx)
(

g) Je*sinzdr =e *(—cosx)— [(—e *):(—cosz)dx u=e? v =sinz

=—e"cosz — [e Tcoszdx u=e?, v =cosx
=—e Pcosx — (+e Psinz — [ —e Tsinzdx)

=—e"cosz—e “sinz — [e “sinzdx

2 [e*sinzdr = —e Tcosx —e Tsinx
fe®sinzdr = —je *(sina+ cosx)
h) [sin?zdx =sinz(—cosz) — [cosz - (—cosz)dx u=sinz , v =sinx
= —sinzcosz + [cos’zdx sin?x +cos?z =1
= —sinzcosz + [(1 —sin’z)dx
2 [sin?zdx = —sinzcosz +
[ sin?z dx = 1(z — sinz cos z) sin 2z = 2sinz cos
= 7(22 — sin 2z)
i) [ cosh?zdx = coshrsinhz — [sinh? z dx u=coshz , v/ =coshz
= coshrsinhz — [(cosh?z — 1) dz cosh? x —sin?z =1
2 [cosh’rdr = coshzsinhz + =
S cosh? z dz = %(az + sinh = cosh ) sinh 2z = 2sinh z cosh
= (22 + sinh 22)

3. Losungshinweise:

(Integrationskonstanten sind weggelassen.)

. 2z2+441z—91 _ A B C _ A(@?—2-12)+B(z?—52+4)+C(z%+22-3)
a) Ansatz: Loy = 201 T g8 T ood @—1)(213)(@—4)
Koeffizientenvergleich:

202+ 412 —91 = (A+ B+ C)2? + (-A - 5B +20)z + (=124 + 4B - 30)
A+ B+ C= 2

= —A-5B+2C= 41 = A=4,B=-7,C=5
—12A+4B —-3C= —-91
Integration:

2 _ —
f%dxzf(%—kﬁé—i—ﬁ) de =4I|z —1|—Tln|z + 3| +51ln|z — 4]

b) Ansatz:

922 —22+9 _ A + B + Cz+D _ A(z34+2?+32—5)+B(z2+22+5)+C (23 —22%+2)+ D (2% —22+1)
(z—1)%(2242z+5) ~ z—1 (z—1)2 242245 (z—1)2(22422+5)
Koeffizientenvergleich:

922 —224+9=(A+C)az® +(A+B—-2C+D)z*>+ 34+ 2B+ C —2D)z + (—5A+ 5B + D)
A + C 0

A+ B-2C+ D= 9 B B - -
=  3A42B+ C-2D=-2 = A=1,B=2,C=-1,D=14

—5A+58 + D= 9

. 9222249 1 2 —z+d
IDtGgI‘&thl’l. f m == f (CCTl + (x_l)Q + :L,2+:E2x+5> dﬂj‘

=In|z — 1| — =% — $In(2? + 22+ 5) + 3 arctan 2t



=2In|z|—2mn|z— 1| - 2

Q) [ g de = [ (P + oy + cGy) = [ (4 + oy + o) de

:lnlﬂj—l‘—%‘i‘ﬁ

4224-32+10 422432410 _ A Bz+C _ 2 2x—1
e) 3422245 dr = f z(22+22+5) dr = f T + 242245 dr = f T + x24+2z+5 dz

= 2In|z| + In(2? 4 2z + 5) — 3 arctan ZHL

Bei Aufgaben f) - i) zuerst Abspalten des ganzrationalen Anteils durch Polynomendivision!

f) Integrand ist unecht gebrochene rationale Funktion, Grad des Zahlerpolynons grofer als Grad
des Nennerpolynons!

Abspalten des ganzrationalen Anteils durch Polynomendivision:

(—22° 4+ 923 + 422 — 4z —7) : (2® — 32— 2) = —222 + 3 + Pt

3 —-3x—2

Integration des ganzrationalen Anteil: [ —222 4+ 3dx = —%1:3 + 3z

Patialburchzerlegung des echt gebrochenen Anteils:

Nullstellen des Nenners:

- Erste Nullstelle 1 = —1 durch ,, Probieren* mit Teilern des Absolutgliedes —

- Abspalten des Linearfaktors (x — x1) durch Polynomendivision (23 — 3z —2) : (J: +1)=a?-2-2
- Nullstellen des quadratischen Restpolynoms: x9 = —1, z3 =2

=  Faktorzerlegung des Nenners (z° — 3z —2) = (z + 1)*(z — 2)

Ansatz fiir gebrochenen Anteil:

bz—1 __ A , B 4 C_ _ A(et+1)(z—2)+B(z—2)+C(z+1)?
3—-3x—2 = x+1 (z+1)2 z—2 (z+1)2(z—2)

Koeffizientenvergleich: 5z — 1= (A+C)2?+ (-A+ B+2C)x + (-24A - 2B +C)

2 . —24—-2B+ C= -1
= 2!: —A+ B42C= 5 = A=-1,B=2,C=1
z? A + C= 0

Integration der Partialbriiche: [ ( — mlﬁ + (3?%)2 + ﬁ) de =—-Injz 4+ 1] — m+1 +1In |z — 2|

Zusammenfassung:
—22° 49234422 4z -7 __2.3 _ _ 2 _
i e dz = —352° + 3z — Infz + 1| — 35 + Infz — 2|

2
g) %dx—f@—%) dz = 2z — 3 In(2? + 62 + 10) + arctan(z + 3)

1522412 1522 +12 _ Az+B | Cz+D
h)fmdw—f(?’—m)dx—?’x fmdm—?’x—f(ﬁﬂﬂLﬁﬂ)dw

=3z — f <$%i4 + x2+1> dz = 3x — 8arctan 5 + arctan



*+1022 —5x—1 _ 722 —52+3 _ 722 —52+3
f T3 —x?tdx—4 dz = f 41+ z3—z2+4z—4 dz = + T+ f (z—1)(z2+4) dz

=S o+ (A + B dr =5 ta+ [ (G + G ) b

:%2+x+1n]x—1]+31n(x2+4)+%arctan%

. Lésungshinweise:

(Integrationskonstanten sind weggelassen.)
a) Substitution /z =t, x=1t?>, dx =2tdt und partielle Integration:

[evede =2 [tet dt = 2(tet — [etdt) = 2(te! —e') = 2eV*(\/x — 1)
b) Doppelwinkelformel: 1 — cos4x = 1 — cos? 2z + sin? 2z = 2sin? 2z =

[V1—=cosdzdz = [V2sin?2zdz = \/§fsin2xdx = —gcos%n

¢) Zweimal partiell integrieren:

1

[ a? cos 3z da = 32?sin 3z — %fa:sin?»xdx , [asin3zdx = —§x0083w+%fcos3mdx

2 _(z2 2\ 2
= [a2?cos3zdr = (4 — 55)sin3z + fxcos 3z .

d) Zweimal partiell integrieren:
Je* sinadr =e*(—cosz) + [e¥ coszdr = —e* cosz + e” sinz — [e* sinxdx

= 2[e”sinzdr =e” sinxz —e” cosz = fe”sinxdx:%ez(sinw—cosx).

e) Substitution cosz =t, —sinzdzr=dt:
)
3 2
sin® x _ sin“ x 2 _ 1 cos z _ =1 1
fcos4xdx —fCOS4I81n93dx— sinzdz = —f = dt+ft2 dt
_ 1 1 _ 1 . 1
— 3t3 t — 3cosdx cosz °

f) Substitution e* =t¢, dzr= % :

dzx _ 1 dt 1 _ _ T
J e = J el i 77 At = arctant = arctane

g) Substitution x = 2sint, dx =2costdt, Doppelwinkelformeln:
[Vi—22dz = | V4 — 4sin?t 2costdt = [4cos?tdt = [2(1+ cos2t) dt

=2t +sin2t = 2t + 2sintcost = 2t + 2sintm

= 2arcsin § + & N
h) Substitution z =sinht¢, dz =coshtdt, Beziehungen Hyberbelfunktionen:

Tr = coshtdt = | 2sinh“tdt = |(cosh2t — 1) dt
2 d AL coshtd h?td h d
x 4/ 1+sin

=3 Lsinh 2t — t = sinht cosht — ¢ = sinh t\/1 + sinh®¢ — ¢
= zv1+ 22 — arsinhx .
i) Nach Umformung Substitution 3% =t , jdz = dt:

J \/:1:2 4:c+8 = \/(zi;)2+4 = IQ\/(£)2+1 :f\/d: = arsinht = arsinh (”37_2) .

2

j) Substitution e* =t , dx = di .



3z 3 2 2
fe?ETd$:ftT%: tildt f( 1+t+1>dt:t§_t+ln|t+1‘

21

=% —e"+In(e”+1).

dr = 2dt

k) Substitution tan§ =t , sinz = e

1+t2 ’

de _ 14t 2dt —f@
sinx 2t 1+t2

=In|t| =In|tan | .

, do = % und Partialbruchzerlegung;:

2\ 2 d 4 2 2
1= cor?ayda = [ |1 (452 )7] 2l = 4 J b= 4 J (1+ T
_ Ct+D
= t—ff( t2+1j;2)dt t——f<t2 1+t2)dt
— tan2

£41
2tan2£ + 2
2

1) Substitution tan% =t , cotz =1 2

= —lt+ % + 4 arctant = —ftan + Qtanz + 2z =

= + 2x = cotx + 2z .

tan x

Es geht aber auch einfacher! Wenn man sich in den Ableitungen der elementaren Funktionen
auskennt, dann weiss man, das (cot x)’ = —1 — cot? 2. Bis auf eine additive Konstante ist das (fast)
der Integrand. Durch einfache Umformung bekommt man deshalb

J(1—cot?z)dr = [(2—1—cot?z)dz = [2dx + [(—1 — cot? z)dz = 2z + cot z.

. Lésungshinweise:
a) Substitution tanx =t , dz = th =
3 _ t3 _ ¢ 1 2
Jtandwde = [ £ dt = [ (1= lp) dt=[tdt =} [ 2y dt =5 — S m(1+42) +C

= 1tan’z — JIn(1 + tan’z) + C
. . o . o — 2 _ dt
b) Substitution cosz =t , sinz =+v1—t?, doz = A

3
Ji oo = (45) (i) =~ =nbl+ e -0 =injeosl ey +©
Wegen —b— = SiHQCf):QCgS% tan? x + 1 gilt

stanz — JIn(1+tan’z) + C =4 (h> — 1) — 51n +C = — 2 +InVeos2z +C

0052 2 (2052

+1In|cosz|+ C —

~ 3 cos2

die gefundenen Losungen unterscheiden sich also nur um eine additive Konstante und gehen fiir
C=C- % ineinander iiber.

. Losungshinweise:

a) Substitution 14 /z =t de=dt, de=2(t—1)dt:

f

N —

4
{lﬁidaz: %2@-1)&:2{@-2%) dt:2[§_2t+mm ,=4+2In2.

b) Uneigentliches Integral, Nenner unbeschrinkt fiir z — 0 :



Unbestimmtes Integral (Zéhler ist Ableitung des Nenners): [ % dz =1In|e® — 1]

Unerlaubte Anwendung des Haupsatzes der Integralrechnung fithrt auf den Fehler:

1 1

e” _ T _ _ In(e=1) _ In(e—=1) _ In(e—1)
/ sy dr = [ln|e - 1@_1 =Inle — 1] —ln‘% — 1‘ = ln((k%)) = ln((%)) = ln(e(—l)—l

Erforderlich ist jedoch die Grenzwertbetrachtung (e, u unabhéingig voneinander !)
1 —€ 1

_f er—1 dz = sl—i}—r‘rlo_ e’” et —1 dz
= 1_ i — 1] = o
81_1>r_r~_10( —In|l-1|)+ 11}130(111|e 1| —In et — 1))
_ In(e—1) .
= W(e—D-1 T gl_l,riloln ‘7 B 1‘ a ul—lfﬂoln le# —1] = (—oo+00) , divergent.

¢) Substitution Va2 —-1=t, \/% de =dt, xzdx =tdt, partielle Integration:

2 V3 V3
1fzzrew2_1dx: Oftetdt: [tet]l\]/g— Ofetdt:e‘/g(\/g—l)—kl.

. Lésungshinweise:

a) flx) =22 -T2+ 102 =0firr =0,z =2,2=5, lim f(z) =400 =
T—rFo0

2
f:p — T2 + 10x)d
0

5
+ | [ (23 — 722 + 102) dx
2

16 , 189 _ 253
=3 T T 1

b) y = 2y/x , definiert fir > 0, y = /1 —x , definiert fiir z < 1 , sind nichtnegativ und

schneiden sich bei x = % . Die von beiden Kurven (und der z-Achse) eingeschlossene Fliche hat
den Inhalt:
1

5 1
A:2jﬁd$+]\/l—$d$:2[%$%:|

0 1

5

S uym

~[20-m3], = A5

(S

. Losungshinweise:
270 274 ) 0 g2 2
fe2dm—fe2dac 2 [e2} =2 [ez] , ez —1l=e’—e2 , ez =<H xo_2ln<e;1)
z0 0 xo
. Loésungshinweise:

Der Flidcheninhalt a ist gerade das Doppelte der Fliche, die begrenzt wird von der z-Achse, der
Yo
Geraden y = z—g 2 und dem Hyperbelbogen. Es gilt also a = 2 of (\/ 1+9y%— i y) dy .

In einer Nebenrechnung findet man: (partielle Integration u = /14 y2, v/ =1)

vPHl-ly

JVI+y?dy=+/1+y% y— fQ 1+2 cydy = yy/1+y2 — \/1+72
=yV/ 1+ —f\/1+y2dy+f\/1+—2 y

= 2[\14+y*dy=yy/1+y?>+arsinhy , f\/l—i—dey:%(y\/l—{—y?—l—arsinhy) (%)




10.

11.

Losungsvariante: Substitution y = sinht V1+y2 = V1+sinh®t = cosht , dy = coshtdt
fiihrt auf das Integral [ cosh?tdt = (Slnht cosht +t) (gelost durch partielle Integration in einer
fritheren Aufgabe). Rucksubstltutlon (t = arsinh y) ergibt wieder () .

Damit erhélt man unter Beachtung von zg = /1 + 302 , dafl
Yo . Y
a=2 Of (\/1+y2 — %y) dy = y+/1 + y2 + arsinhy — %yzly:()
=90/ 1 + yo? + arsinh yg — xgyo = arsinhyg .
Folglich gilt yo = sinha und also auch zy = /1 + sinh? @ = cosha .

Lésungshinweise:

Mittelwertsatz: jqf(x) dz = f(c)(b—a)

2

2 !
bfl—(x—l)de: z—3(x—1)3,=3=f(c)(2-0)
= 1—(c—12?=2, c12=1+£1/3
Lésungshinweise:

Bogenlinge fiir ebene Kurven in kartesischen
Koordinaten y= f(z) , a<ax<b:

2 4 4
3.1 2 2 1 31

a)y=T+5, 24,8—f\/1+ g —*) dx:{(%er)dw:[%—gL—%
b) y =Insinz , € [§,F]; Substitution tan§ =t , sinz = 1_%—';2 , dx = % ,

Lid z tan T 1

7 s ) 2 t Y142 2de dt ! 1
s= 1+ (@) dr= [ghde= [ P2 [ 4= mp], = im3

% % tan% @ 3

c) y=arcsine™™ , x € [In2;1]; Substitution e* =1,

2 1 1
+<J?W>MZI S de = [t de

=

In2 In2 In2
1 P 1 1 e 1
:l‘f2 e2ez 1 f \/7 f 627; = { 21 dt
- [arcosh tL - [ (t + VP2 )} In(e+veZ—1)—In(2+v3) .

Bogenlinge fiir ebene Kurven in Parameter-
darstellung z=z(t) , y=y(t), a<t<b:

VETR
\/1+9t2

g%c-

d) e=1t2, y=208,0<t<Y3: /a2 g2 = /421 +92) =2t



12.

13.

V3
3 V3
s:2t;fot 1+982dt = 2 [(1+ 93] 2, = 5
e) x=1t?, y=tcosht—sinht, 0<t<1: /#2472 =12 +2sinh®¢t =t cosht,
1
s= [ tcosht dt = [tsinht — cosh 75]2:0 (Partielle Integration)
t=0
1_ -1 1, -1
— 1
=sinh1 — cosh 1+ cosh0 = ¢ 26 . +2€ +1=1--
€

Losungshinweise:

(a) Ly — /ﬁdm-/ﬁdx_g(l—i—xﬁ

1

0
Yy P

wiw

1 14
_1}:

zg[(l—l-xl) 3

3
14 3 2 ,
= x1:<3 2+1> —1=¥R1-1=3

y1:§<33>:2\/§3:2xf3

Ly= /a3 +y? =V9+12=v21

=

4
L=1Li1+Ly=—++V21
i 2 h f 2 V3 14 " 3
0 0 0
Loésungshinweise:
In2 In2
3
(a) V=nm /f($)2dac =27 /62‘” dz = g [eQI]gM g (emn2 —eo> =57
0 0
In2 In2
M=2r [ f(z)/1+[f(z)Pdz =21 [ e"V1+eXda
0 0
Substitution: e* =t, z =Int, e*de=dt, t1 = =1, to =e"2 =2
2
M =2n [V1+t2dt
1
1. Variante zur Losung des Integrals [ /1 + ¢2d¢
Substitution ¢ =sinhu , v = arsinht =1In(t + vt2+ 1), dt = coshudu ,

up = arsinh 1 = In(1 4+ v/2) , ug = arsinh 2 = In(2 + v/5)

und Anwendung von Beziehungen zwischen Hyperbelfunktionen liefert



u2 u2 u

M=2r [ V1 + sinh?u coshudu = 27 J cosh? udu =27 [ L(cosh2u+1)du
u ul ul

=7 [% sinh 2u + u] Zf =7 [sinhucoshu + U]Zf = [sinhu 1+ sinh?u + u} "

Ul
to=2

=7 [tm +In(t + m)} - (%)

t1=1

:W<2\/5+1n(2+\/5)\/§1n(1+\/§)> =7r<2\/5*\/§+1nﬁ£)

2. Variante zur Losung des Integrals [ v/1 +t2dt
(Standard-)Substitution fiir Integrale der Form | R(t; V1 + t2) d¢ (siehe Formelsammlungen)

b=l o=t VEF L, VETI=C dt =2 o, =14+ V2, 1 =2+5

Y2 o 2 x o x - v2
M =om [ U5 dv = f Ceilgy =1 fo+248) dv=F 5 +2mll - ok
v1 U1 v1
N (t4+v1241)2 /72 ]
_77{ 4 4(t+\/t2+1) +n(t + Vi =1 ()

Vergleicht man (%) mit (x*), so besteht keine offensichtliche Ubereinstimmung. Man rechnet jedoch
(durch geeignetes Erweitern und Anwendung der binomischen Formeln) leicht nach, daf

2
(t+\/fﬁ)2 B I i {(t—i— VT 1)? - ( t—VP2+1 )) }

A(t+V12+1) t+HVEHD) (-2 +1

i{(” VE 1) - (%)Q}ZMHWF—@— 7))

:i<t2+2t\/t2+1+t2+1—(t2—2t\/t2+1+t2+1)> =tVt2+1
3. Variante zur Losung des Integrals JV1+t?dt, partielle Integration u = vV1+t2, o' =1
JVI+2dt=v1+t2-t— f2
— 2 _ 2
=tV1+t2— [V1+t dt+fm
= 2[V1+8dt=tV1+ ¢ +asinht , [VI+82dt=3 (t\/1+t2+ln(1+\/1+t2)>

2 _
1+t V1HtZ

(b) y=e*, 0<z<Iln2 <= z=lhy, 1<y<2
2 2
2
V—W/g dy—ﬂ/(lny)Qdy = i Ty (Iny)* =2y Iny + 2y
1 1
=7 (2(In2)? —4In2+4— (In1)*> - 2In1—2) =27 ((In2)? - 2In2+ 1) = 27 (1 — In2)?



14. Lésungshinweise:

Bei entsprechender Wahl des Koordinatensystems (Skiz-
ze) ergibt sich das gesuchte Volumen als Differenz der
Volumina der fiir vVR?2 —7%2 < z < —VR?—17r2 von
f(x) = VR?—22 (Kugelscheibe) bzw. g(z) = r

(Zylinder) erzeugten Rotationskorper:

VR VR
V=nr / f(z)?dz — = / g(z)*dz
B e B
VT2
=27 (R2 — 2 - r2) dx
0
1 VT y 3
=27 [(R2 — )z — 2x3] =37 ( VvV R? — 1“2)
0

fl@)=vRI—4&*
/

Anstelle mit dem 2. Integral im Ansatz 143t sich das entsprechende Zylindervolumen natiirlich auch

elementar berechnen als 7r2 -2V R2 —r2 .

Die Oberfliache erhilt man als Summe der Mantelflichen der Kugelscheibe (,, Aulenfliiche“) und des

Zylinders (,,Innenfliche®):
Wiy Niremres

Ap = 2 / F@) VI @Edr + 2n / 9@ VIt g @ de

VRE 2 —VRE=2




15. Lésungshinweise:

= — lim arctana + lim arctanbd
a——00 b—o00

T
:
7{‘0 T+a2 = hrflooc{ i+

00 c b
de  _ 1: dx : dr  _
b) _‘!;O cosh?z aEI,HOOa cosh? + blggo{ cosh®z — hm tanha + 1;120 tanh b
— (- +1=2
00 b 1
dz . = . . .

c =1 72-dz = lim In(Inb) — In(lne) = best t divergent.
)efxlnx bggoefh” z = lim n(lnb) —In(lne) = 0o, immt divergen

00 b

d) [cos(nz)dz = lim [cos(nx)dr = I lim sin(nb) , unbestimmt divergent.

b n

13

t
d 1 BT . t
o) [ 7t =ty o [t = dm faresin ] = M aresing =

Lésungsvariante: Substitution z =a sinu , dr =a cosudu , u = arcsiny

a arcsin é arcsin %
= lim [ = lim —LCU__ dy = lim —GLOsU_ gy
‘({1 az_ﬂ” t—a—0 Of a?—a? t—a—0 arcsfinO vVa2—a?sin?u t—a—0 bf ay/1—sin?u
t
arcsin =
= lim f du= lim arcsini =7 .
t—a—0 t—a—0

1
f dr_ | = i 2v/— lim [2y/z]"
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