Hohere Mathematik fiir technische Studiengiinge

Vorbereitungsaufgaben fiir die Ubungen

Komplexe Zahlen (Losungshinweise)

1. Sei z; =1+ i und z = 4 — 3. Berechnen Sie 2y + 29, 21— 29, 21-22, 21-22, 21/22, Z1+ 22,
> = = = 2
21 —Zo, 722, Z1/72, Z21+7Za, 21, |zl 22| und [z — 2ol

Loésungshinweise:

z1=14+1, 20=4—3i.

Z21+20=5—-21, 21—29=—-3+41, z21-20=7T+1, z21-29 =147, 21/22:%4-%1',
Zite=5-4i, n—ZF=-3-20, 5 ;m=T—1i, Z1/za =g — i, 1 +Z2=5+4i, 2§ =2i,
|21|:\6, |22|:5, |21—ZQ|:5.

2. Berechnen Sie Realteil und Imaginérteil von

144 4i (1+20)(2—i)+3i—6 1
R per i war i ) 2 2—i)2—2+i ¢) 2— 2
Losungshinweise:
1+4  4i (1+4)2+4i(1—4) 1+2i—1+4i+4 . Re(2)=3
1= 1= 1=3+4+3 ’
R -0+ 2 FL=3 9 ) =3
1+24)(2—-14)4+37—6 2—9)(1+2:—-3 21 —2
py  UF20@=D+3i=6  @2-)0+2i=8) 2022 o gy 5 ) =0
(2—i)2—2+i (2—-49)(2—-i—1) 1—34
Variante (Ausmultiplizieren, stets gleich i = —1 ersetzt)
(1+20)2—i)+3i—6  2—i+4i+2+3i—6  —2+6i
(2—i)2 -2+ B 4—4i—-1-2+i 1-3i
1 1 t+1 1 1 1 3 1 1
Oz T mE 9 3 3zt ME=mgImE =g
i+1 i+1

3. Fiir welche reellen cist z = Z selbst reell, fiir welche rein imagindr ? Welche Zahl stellt z dann

c—1
jeweils dar?
Loésungshinweise:
1+i 144 c¢+i (c—1)+(c+1)i c¢—1 c+1 .
z = = . _= = 1
c—i c¢c—1 c+i 2+1 2+1 2+1
z reell < Qm(z) =0 & c¢c=—1,dannist z=—1;

z rein imagindr < Re(z) =0 & c¢= 1 ,dannist z= 7.




V3

. 1
4. Uberfiithren Sie z; = 14v3i, 29 = ——+-—1i, 23 = —3—34 und 24 = 1—i in die trigonometrische

2 2
Form 2z = r(cosy + i sing) und in die exponentielle Form z = re'? und berechnen Sie damit
2
_ 21 z C e o . .
2129, 21-%o, 23, —, 3 1 und ZZ . Das Ergebnis ist jeweils in der arithmetischen Form
zZ9 2ot 24
z = a + bi anzugeben.
Loésungshinweise:
.. 4 .. 2 -
21 =2 (cosg +1 sm%) =2e3", z9= cos%w—i—z sm%ﬂ =e3™,

23 = 3v/2 (cos %7? + 7 sin %71’) = 3\/§e%m , 24 = V2 (cos gw + 14 sin %7‘() = \/ﬁegm .
zl-zg:2~1(COS(§+§7T)+isin7r) =-2.
Trigonometrische und exponentielle Form von Zzs:
Z9 = COS %7‘( — i sin %7‘(’ = cos (—%W) + ¢ sin (—%TF) ()
= cos (27r — %W) + ¢ sin (27r — %ﬂ) = cos (%ﬂ) + 4 sin (%w) = e3™
Z1 729 = % (cos (% + %ﬂ') + ¢ sin (gw)) =2 (cos (27T — %) + 4 sin (—%)) =2 (cos (%) — 7 sin (%))
=1-3i.
Hinweis: (x) ist noch nicht die trigonometrische Form vom Z, weil das Argument —%7? nicht aus

dem Intervall [0; 27) ist | Wegen der Periodizitét der Winkelfunktionen kann man fiir die praktische
Rechnung aber auch diese Form benutzen und erhélt dann kiirzer

z1-Z2=2-1(cos (5 + (=2m)) +isin(-%)) =1-+3i.
23 = (V2)? (cos2- Im+isintr) =2 (cos (2r — 5) +isin(—5)) =2 (cos T —isinl) = —2i ;
2 2 T2 S TN TN (TN /s
L2 (oo (5 am) Hisin(=5) ) =2 con () —ismn (5)) =1- Vi,
(wegen z3-Zo =1 ergibt sich hier z—lzzl-zg )

2
22 22 7

= T 2 i 37 _ ,
Z§’~z4 = 13‘ﬂ(cos(2.§—3.g7r—z7r)+z sm(—ﬁﬂ-)) =—2,734+0,731

ZZ: (\/5)7 (cos?- %’R’—i—i sin%w) :8\/§(cos (47r+§) + 4 sin%) =8+87.
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5. Bestimmen Sie Realteil und Imagindrteil der komplexen Zahl z = - 731
—v3i

Lésungshinweise:
_2e'6 2(cosg4ising)  V3+i  V34+i 1+4/3i
1—+3i 1—+3i 1—v3i 1—-+3i 1++3i

(V3+i)(1+V3i) _ V3+i+3i—V3 _
4 4

= Re(z)=0, Im(z)=1 .

Losungsvariante:
Nenner in trigonometrischer Form

1 5
r=+vv1+3=2, cosg0:§ , 4. Quadrant = cp:27r—g:§7r.

2¢'G 2(cos § +isinf) 2 T 5 . (7 5
= .= 5 ——5 = 5 (cos| z—gm | Fisin| — — o7
1-v3i 2(cosgm+isin3m) 2 6 3 6 3

3 3
= cos <—27T> + 2 sin <—27r> =0+4+1-9

= Re(z)=0, Im(z)=1 .

1 1
6. Beweisen Sie die Formel von John MACHIN (1706): % = 4 arctan <5> — arctan <239>

Hinweis: Stellen Sie die Argumente der komplexen Zahlen z; = 5+ 7 und zo = 239 4+ ¢ als arctan-Werte
dar und verwenden Sie die Eigenschaften der Argumente fiir Produkte/Potenzen bzw. Quotienten komplexer
Zahlen zur Konstruktion einer dritten Zahl z so, daf§ die Argumente von z,z; und 2o gerade die gesuchte
Formel liefern.

Loésungshinweise:

z1= 5+ i (1. Quadrant) = arg( 5+ i)=arctan

29 =239+ i (1. Quadrant) = arg(239+ i) = arctan 555

4
Nun gilt bekanntlich 4 arg(z;) — arg(zz) = arg <21> )
z2

Wegen z{ =(5+ i)' =[(5+ ¢)2]2 = [(24 + 104]* = 476 + 4804 findet man

L 21 _ 2f 2 _ (476 +4804) - (239 — i) _ 114244 + 114244

29 29+ 29 2392 +1 57122

™

=2+42¢ (1. Quadrant) = ¢ = argz = arctan3 = arctanl =7 .

Zusammengefafit ergibt das gerade die Formel von MACHIN

T o_ _ 2\ _ — A arct 1 1
T =argz = arg (5) =4 arg(z1) — arg(z2)= 4 arctan () — arctan (555)




7. Welche komplexen Zahlen erfiillen die nachstehenden Gleichungen bzw. Ungleichungen? Skizzieren
Sie die Losungsmengen in der GAUSSschen Zahlenebene.

a) Re(z)+Im(z)=c,ceR b) 1<|z—-2|<4 ¢) —+==1 d) |z+1|<]z—-1]

Q| =
Q|| =

Loésungshinweise:

Mit z =x+4yi,d.b. R(z) =z, Im(z) =y, der (reelle) z-Achse als Abszisse und der (imaginiren)
y-Achse als Ordinate ergibt sich:

a)z+y=c, y=—x+c, Gerade mit Anstieg -1 und Achsenabschnitt c.

b) 1 < (z—2)? + 42 < 16 , Kreisring mit Mittelpunkt (2;0), Inneradius 1 und Auflenradius 4.

1 1 20
- =1 mit 0,0), 2z = 22 + 12 —1)24+¢y2=1
C)x+yi+x—yi $2+y2 mi (as,y);é(, )7 rT=x"+y ,(1' ) +vy )

Kreis(-linie) mit Radius 1 um Mittelpunkt z = 1 , ausgenommen z =0 .

d) fr+yi+tl<le+yi-1], V@+1)?+y> <V(@-1)7+y°
24 2r+1+9y2 <22 -20+14+9%, 2<0,db. Re(z) <0, also die
Punkte auf und links der imagindren Achse (2. und 3. Quadrant).

8. In welchem Bereich der GAUSSschen Zahlenebene liegen die komplexen Zahlen z, die die Ungleichung

2
a) |z—1|>1z] b) |i-z|<|i+z| c) Re<z+ ):2 erfiillen?
z
Lésungshinweise:
a)
lz—1|>1z] , z=a+bi =
lz—=1] > [Z]
la+bi—1| > |a—0bi]
(=124 > +a?2+b?
a*—2a+1+b> > da®+1° .
—2a+1 > 0
- 1
a f—
2
€ R
b) liz|<|i+z| , z=2+iy = |i(z+iy)|<|i+z+iy| , |—-y+iz|<|z+i(y+1)]|,

1
VEy)?2 a2 < a2+ (y+ 12, PP rai<a® P+ 2941, 0<2y+1 y>=3



Die Losungsmenge der Ungleichung sind alle z € C , A e
die in der GAUSSschen Zahlenebene oberhalb der Ge- :{g:::l' p
raden Im(z) > f% liegen. von =i 0 Abstand von 0 x
.. T oo leich
Die Losung 148t sich auch durch graphische Uberle- for y>- \\[>= Af::n .
gungen finden. Wegen |iz| = |z| = |z — 0| und _ i von -i
|i + 2| = |z — (—i)| sind die gesuchten Punkte ge- Z=x+ly e ye-1
rade die, deren Abstand von z = 0 kleiner ist als ihr lizl=1zl < litz| = |z-(-i)| 7
Abstand von z = —i (siehe Skizze). Abstand z von 0 ABstand.2:van i
) z+2 a+ib+2 a—ib  a*+iab+2a—iab+b* —2ib
C = . =
2 a+ib  a—ib a? + b?
2 2
a®+2a+0b 26 9 .9 b
= - ¥#0 [z#0!
a? + b? a2+ b2 @i 7 1
2 2+ 2a+b?
Re 2 _ Tt at =2 , a2—|—2a+b2:2(a2—|—b2) ,
z a? + b2 4

a?=2a+b0"=0, (a—1)2=-14+0=0, (a—1)>+0*=1 .

. Bestimmen Sie alle komplexen Lésungen w der Gleichung und skizzieren Sie die Lage der Losungen
in der Gaufischen Zahlenebene.

a) 2w +9=9V3i b) (w+1)3—i=0 c) wi=1
Lésungshinweise:
2.
a) wl= -5+ 2v3i=9(cos2r+isinim), w {l/§<c 3 zkﬂ+ sin (§ + k3 ))
wo=%+§i, wy = — \[+2Z, wy = — % Wi, w3:§—%i-
b) (w+1)}=i=cosF+isin}, wk+1—cosﬂ+k +isin (5 + k2m) ;

wo=cosg +ising —1 <23 1) 5 ~—0,1344+0,5% ,
w1:COS%7T+iSin%7T —1:(—§—1>+% —1,866 + 0,57

w2:cos%7r+isin%7r —1=-1—13.

L | T wz T L
+ ¥ w3 "::D
1
w2
W3 Wy, W

Zu a) zu b)




10. Berechnen Sie (nur) die komplexen Losungen w € C der Gleichung w841+ +3i =0 , die
im ersten Quadranten der Gauflschen Zahlenebene liegen und geben Sie diese in arithmetischer
(algebraischer) Form an. Wieviel verschiedene Losung besitzt die Gleichung insgesamt?
Loésungshinweise:
w+1+v3i=0 , w®=-1-3i=2(cosjm+isinim) , denn
—1-VBil = (-1 + (-VB2 =2
arg (—1 — V3i) = arctan 3 4+ 7 = %W (3.Quadrant) .

Damit besitzt die Gleichung insgesamt die 8 Lésungen
4
3T+ k2
wk+1:\8/§ Cosu%—isin(E—kkE) , k=0,1,...7 .
8 6 4
Davon liegen im ersten Quadranten die mit
T T T 4 /T T 4
=24kl o I<:<—(———>:f , also fiir k= 0,1 :
Pk 6+ 1575 S—\37% 5 also fiir
w, = V2 (cos% +1 sin%) ~ 0,944 0,557
wy = V/2 COSEﬂ'—Fi siniﬂ' ~ 0,28 +1,051¢
2T 12 12°) 7" e
11. Berechnen Sie sémtliche komplexen Losungen der folgenden Gleichungen:

a) 22—82465=0 b) 22—(3+5))2—16+4i=0 c¢) (2420)2+4=0 d) 26—4234+8=0

Loésungshinweise:
a) z12 =44 /|16 —65|i =4 £ 7i.
3451 3451

2
b) z12 = +w, weineLbsungvoan:D:< ) —1—16—41':124—%1'.

2

Man findet D = % e0:2838%  daraus wy = \/22—5 QM9 =3 540,57, wy = —w; , und schlieBlich
z12 =1,0+4+2,51+(3,54+0,5%) , d.b. als Losungen der Gleichung
z21=54+31, 29=—-2+4+21 .

¢) (2420 4+4=0, 224+4iz2—4+4=0, 22(*+4i)=0

1. 22:0 y 2172:0

3 3 Sr+k2 3
2. 22=—4i=4 <Cos27r+isin27r> ,zk+3:\/i <00827T27T+isin <47r+k:7r)> , k=0,1

3 3
23 =2 (cos47r+isin47r) = —V2+iV2

7 7
24 =2 <Cos47r—|—z'sin47r> = V2-iVv2

d) Die Substitution w = 22 iiberfiihrt die gegebene Gleichung 2% —42%+8 = 0 in die quadratische
Gleichung w? — 4w + 8 = 0 mit den Losungen wip =2+ V/4-8=2424



Riicksubstitution:
1. z3:w1:2+2i:\/§(cos%+isin%)
k2
21 = U VB (e 4+ AR (Eak2e)) L k=012
127 "3
s —ﬂ(cos1+isin1)—1366+0366i
1= 12 12) 7 ’

T 2 .3 .
ZQ—\/i (cos (12+37r> +1 sm477> =—14:
T 4 17
23 =12 (C (12 + 37r) + ¢ sin 127r> 0,366 ,366 7
4

k2 2
zk+4_\/ ( 47T—|- 7T+isin<1727r—|—k:37r>> , k=0,1,2

24 =V?2 <cos . +1i sin 77r) = —0,366 + 1,366

7 7
2. 23:w2:2—2i:\/§<c0547r+isin77)

12 12
2 15
z5 =2 ( cos (cosw+ 37T> +1 s1n127r> =—1—1

&

4 .23 .
26 = ( <7r + 37r> + 4 sin 127T> = 1,366 — 0,366 ¢

12.

Unter Verwendung der Moivreschen Formel und des Binomischen Satzes leite man die folgenden
trigonometrischen Beziehungen her: sin 3¢ = 3sin ¢ — 4sin® ¢ , cos3p = —3cosp + 4cos? .

Lésungshinweise:

Moivreschen Formel: (cos + i sing)? = cos3p + i sin3p (x)

Binomischer Satz:

(cos ¢ + i sin p)3

= (3) cos® (i sinp)? + (3) cos? (i sinp)! + (3) cos® (i sinp)? + (3) cos® p(i sinp)?
= cos® ¢ + 314 cos? psin p — 3cos psin? p — i sin®

= (cos® ¢ — 3cospsin? ) + i (3 cos? psing — sin® ) (**)

Der Vergleich der Realteile und Imaginérteile von (%) und (%) liefert schlieBlich:
cos 3p = cos® ¢ — 3 cos psin? v = cos® ¢ — 3cos (1 — cos? p) = —3cos p + 4 cos®
sin 3¢ = 3 cos? psin g — sind ¢ = 3(1— sin? ©)sinp — sin® p = 3sinp — 4sin® ¢




13. Durch die Anwendung der Produktformel fiir komplexe Zahlen in trigonometrischer Form auf das

Produkt der Zahlen z =cosa+isina und w = cos3+ i sin3 leite man die Additionstheoreme
fiir den Sinus und den Cosinus her.

Loésungshinweise:

Aus der Produktformel

[r1(cos 1 + i siny)] - [ra(cos o + i sinpa)] = 11 - ra(cos(p1 + @2) + i sin(e1 + p2)

findete man fiir das Produkt

z-w=(cosa+isina)-(cosf+isinf) =cos(a+ ) + isin(a+p5) (%) .

Andererseit gilt auch

z-w = (cosa+isina)- (cos B +isinB) = cosacos B+ i cosasin 3+ i sinacos 3 + i? sin asin 3

= (cosacos B —sinasin3) + (i cosasinf +isinacosfF) (xx)

Der Vergleich der Realteile und Imaginérteile von (%) und (xx) liefert die Additionstheoreme:

’cos(a—i—ﬁ) zcosacosﬁ—sinasinﬁ‘ und ’sin(a—l—ﬁ) :sinacosﬁ+sinﬁcosa‘

14.

Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften komplexer Zahlen
z+2z z2—Z

= I = = z
a) Re(z) 5 b) Im(z) 57 c) |z Z-Z
Losungshinweise:
z+zZ a+bi + a—>bi 2a
a) g = 5 —?—a—Re(z)
. . b
b) z .z:a—l—bz .a+bz:i'z:bzlm(z)
21 21 21

¢) Vz-z=+/(a+bi) (a—0bi)= /a2 — (bi)2 = Va2 + b2 = |2|

15.

Beweisen Sie (durch einfaches Nachrechnen mit z = a + bi die folgenden Eigenschaften konjugiert
komplexer Zahlen :

- - - 21 21
a) 21+ 2 =211+%2 , 21 —2 =21 — 29 b) 2122 =21-22 |, ? = —
2 z2

Loésungshinweise:
a) Z21 k29 = (CL1 +b1i):|:(a2+b2i) = (alia2)+(b1 :I:bz)i
= (a1 £ ag) — (b £ bo)i = (a1 —byi) £ (ag — boi) = 21 + 29

( — b Z) . (QQ — by Z) = (a1a2 — blbg) — (a1b2 + agbl)i
2129 = (a1 + b1 1) - (a2 + bai) = (arag — biba) + (a1b + azbi) i
= (

aras — biby) — (arbe + aghy)i = z1 - 29

c) Aa_zaz Qan@anyg i, (1) nach b), (2) wegen z = z, (3) kiirzen.

—~
Nl

zZ9 V) ) zZ9 29 z2




16. Beweisen Sie mit Hilfe von Eigenschaften konjugiert komplexer Zahlen:
Ist 2y eine komplexe Losung der Gleichung ay, 2" + an—1 2"+ ...+ a1 2+ ao = 0 mit reellen
Koeffizienten a; , i = 0,1,...,n , so ist auch die konjugiert Komplexe zy Losung dieser Gleichung.

Loésungshinweise:

Bekannte Eigenschaften komplexer Zahlen sind 21 + 20 = 21 + 29 und 21 -20 = 21 - 29 , bzw.
allgemeiner fiir Summen 21 + 2o +...+2, =21 + 22+ ...+ 2, , fiir Produkte z1-29-... 2, =
Z1-22 ... zn und speziell fiir Potenzen 27 =z" .

Reelle Zahlen sind komplexe Zahlen, deren Imaginaéirteil verschwindet, deshalb gilt fiir reelle Zahlen
a, daB a = a.

Mit diesen Eigenschaften komplexer Zahlen ist die Behauptung einfach zu beweisen:

Ist zg eine komplexe Losung der Gleichung ay, 2" 4 an—1 2l 4 a2+ ap =0 mit reellen
Koeffizienten a; , i = 0,1,...,n , so gilt ay, 2§ + an—1 26‘_1 + ...+ a1 z9+ap = 0. Geht man auf
beiden Seiten der Gleichung zur konjugiert Komplexen iiber, so erhélt man unter Ausnutzung der
eingangs aufgefithrten Eigenschaften:

ap 2 + an—1 zg_l +...4a1z0+ag = 0 (Eigenschaft von Summen =)

ap 2 + Qn—1 z:g_1 +...4a1z0+ 670 -0 (Eigenschaft von Produkten =)
a % + ap_1 zgfl + ...+ aT ZT) + CTO —0 (Eigenschaften von Potenzen und reellen Zahlen =)
an 20" +an 120" T4 .. 4a1 204+ ag=0

Also ist auch 2y Loésung dieser Gleichung.




