Hohere Mathematik fiir technische Studiengiinge

Vorbereitungsaufgaben fiir die Ubungen

Lineare Gleichungssysteme, invertierbare Matrizen

1. Lésungshinweise:

In den ersten Spalten der Tabellen zum GauB-Algorithmus sind die Faktoren angegeben, mit denen
die Leitzeile (%) multipliziert und dann zu der jeweiligen Zeile addiert wurde.

zu (a):
T To X3
303 2 2] 1
* 6 —1| 3
4| 4 1 5| -6
x| 0 —16 ~10
-2 0 -23 9]-18
x| 0 Z 0] o0
zu (b):
T xT9 T3 T4
0o 3 1 2] 3
* 1 -1 3| 1
1 2 4 3 —1| 1
3 6 —2 -2 —2| 16
«[ 0o 3 2| 3
20 0 5 2 2| 2
5 0 1 -5 7] 19
x| 0 0 —2| —4
2| 0 16 0 17| 34
x[[ 0 0 0 —15]-30
zu (c):
I i) T3
3 3 -1 2] 0
7 7T -4 —1|-2
A -1 -3 —12| —4
* 2 5| 2
0 5 17| 6
x| o0 17 6
-2 0 10 34| 12
1 0 -5 —17|—6
-1 0 5 17| 6
0 0 0] 0
0 0 0| 0
0 0 0| 0

Aus den mit (x) gekennzeichneten Zeilen erhilt man das
gestaffelte System

1 + 6x9 — x3 = 3
— 1629 + bx3 = -10
29 _
g.’L‘Q = 0
und daraus die eindeutige Losung x1 =1, z9 =0, x3 = —2.

Das zugeordneten homogenen Systems ist nur trivial 16sbar.

Aus den mit (x) gekennzeichneten Zeilen erhilt man das
gestaffelte System

—2x1 + x2 — w3 + 3Brg4 = 1
3ra + x3 + 2x4 =

- D) — 21‘4 = —4

— 1524 = =30

und daraus nach Riickwértseinsetzen die eindeutige Losung:
Ty = 2

To=4—2x4=0

:L'3=3—2{L‘4—31‘2=—1

T = —%(1—562—}-.%3—3564) =3

Aus den mit (x) gekennzeichneten Zeilen erhélt man das
gestaffelte System
—x1 + 2x9 4+ Hrg = 2

S5r9 + 17x3 = 6
und mit dem Parameter x3 = s ergibt sich als allgemeine
Losung

des gegebenen inhomoge- des zugeordneten homoge-
nen Systems: nen Systems:
2 9 9
I 5 58 r = - 58
Ty = g %73 SER| 9 = — %78 seER
r3 = S T3




zu (d):

1 X T3 X4 Ty Mit z3 = s, x5 = t ergibt sich eine Darstellung der allge-
3 0 6 -3 O 1 meinen Losung:
2 0 0 0 3| 0
x| 0 —4 2 0|2 T = - 3
-3 4 3 0 0 -3|—-4 Ty = — % + 3t
x| 3 0 6 0] 1 €3 = s s,t€R
2 0 0 0 3| 0 - _ 1 _ 3
2| 4 0 12 -6 -3 2 iz 37 # QE
* 0 0 0 3| 0
1l=2 0 o 0 -3 o0 Fiir die Losungmenge des homogenen Systems sind —%
0 0 0 0 0l 0o und —% durch 0 zu ersetzen.
zu (e):
T1 T2 T3 Das System ist unldsbar.
* 0 —2|-12 Fiir das zugeordnete homogene System hat man das
-1 1 -2 12 gestaffelte System:
i 2] =30 T —2$3 =0 r1 = 2t
* 8 _;L 2 To —4x3 =0 9 = 4t teR
0 0 0 6 mit der Losung: r3= 1
zu (f):
T X2 T3 X4 Das gegebene Systems ist unlésbar.
0 2 3 -1 1 Fiir das zugeordnete homogene System hat man das gestaf-
* 1 -1 2| 2 felte System:
-2 4 4 1 3 1 201 + xo — x3 + 224 = 0
* 0 3 -1 1 209 4+ 3x3 — x4 = 0
-1 0 2 3 -1]-3 und daraus mit x3 = s, x4 =t die allgemeine Losung
0 0 0 0|4 5 5
T s — gt
Ty = — %s + %t s, t€R
r3 = S
T4 = t
. Losungshinweise:
T To X3 Das System
* -2 3 —4 - ist eindeutig 16sbar fiir o £ —1
-2 2 1 1 2 - ist unlésbar, wenn o = —1 und 8 # 2,
I @ —B - besitzt unendlich viele Losungen,
f 0 -5 10 wenn = —1lund =2
—F 0 a+2 —-1(4-7
I 0 a+l 0|2-p



Fira=p8=0
ergibt sich das gestaffelte System

T

—2
5)

Z2
T2
Z2

+3CL‘3 = —4
—bxs =10
=2

mit der eindeutigen Losung;:
mlzo,x2:2,$320.

Fira=-1, =2
ergibt sich das gestaffelte System

r1

=1
=10

+3$3
—5333

—2CL‘2
51’2

und daraus die allgemeine Losung:

:1:1:—5t,a:2:2—t,:c3:t ,

teR.

3. Losungshinweise:
a) a) Das System
T1 o T3 T4 - ist unlosbar, wenn a = 2 ,
* 0 -2 =3]-12 - besitzt unendlich viele Losungen, wenn a # 2 ;
1]l —1 1 ) 6 12 - ist fiir kein a eindeutig losbar.

-3 3 =2 a —151] =30 (Bitte nicht durch die 0 bei x4 in der letzten Zeile
< 0 4 3 0 irritieren lassen, es sind 3 Gleichungen und 4 (!)
21 0 -2 a+6 —6| 6 Variable).

a 0 0 a-2 0 6 b) Fiir a = 5 erhilt man die allgemeine Losung:
b) a =5 (x-Zeilen aus a)) x1=—-8+3x4, 120=8-3x4, x3=2, 14 € R.
T1 o T3 T4 Aus den Nichtnegativitétsforderungen fiir z;
1 0 —2 3] -12 bzw. x9 ergibt sich notwendig x4 = 8/3 und da-
0 1 —4 3 0 mit als einzige nichtnegative Losung:
0 0 3 0 6 r1=x2=0, 13=2, 14=28/3.
¢) homogen und a = 2 c¢) Fiir a = 2 erhélt man als Losung des zugeordne-
(x-Zeilen aus a)) ten homogenen Systems:
1 29 T3 T4 x1 =2x3+ 314, To =423 — 314, 23,24 € R .
1 0 -2 -3 0 d) Fordert man z1 = z9 = x3 = x4 = x , so folgt
0 1 —4 3 0 aus der ersten Gleichung des Systems notwen-
0O 0 0 0 0 dig x = 3 . Dafiir ist auch die zweite Gleichung
erfiillt und aus der dritten Gleichung folgt fiir
den Parameterwert a =4 .
4. Losungshinweise:
T Yy z Aus den mit (x) gekennzeichneten Zeilen erhélt man
* 1 b -1 das gestaffelte System

-3 3 b+1 b—1 -1 Tz + y + bz = -1

t) b 2 1 0 (~b+2)y + (2b+1)z = 2
x| 0 |-b+2] 2b41 -2

b(b+2)z —(b+2
1 0 b—2 b -1 —b (b+2) (b+2)
x| 0 0 b>+2b|—b—2

r + y — 2z = -1
o Fiir b = —2 entfillt die letzte Gleichung und das Restsystem by - 32 9

besitzt bei Wahl von z =t als freien Parameter die Lésungsmenge

z=t, y=3(-2+432)=—3+3t , z=-1-y+22=-1+31-3t4+2=—-1+3¢,



bzw. in Vektorform

1 5
x 2 1
yl=-5+t[3]| ., ter.
z 0 1

e Fiir b = 0 entsteht in der letzten Gleichung ein Widerspruch, das System ist unlésbar.

e Fiir b = 2 ergeben die zwei letzten Gleichung Vorschriften zur Berechnung von z. Aus der
zweiten Gleichung folgt z = —%, im Widerspruch dazu aus der dritten Gleichung z = —% , das
System ist unlésbar.

e Fiir b ¢ {—2;0;2} ist das Sytem eindeutig losbar. Durch riickwérts Aufloésen ergibt sich in
Abhéangigkeit von b die Losung

1
z = —p >

_ 1 _ 1 241y 1 1
y=52(2-02b+1)2) = 552+ 57) = = o

_ 1
2b—b2 -

x:—l—y—bz:—l—ﬁ—kl:

Speziell fiir b = 1 ergibt sich die Lésung x = -1, y=1, z=-1 .

5. Lésungshinweise:

A: 11 1 0 0
1 2 2 0 1 0
1 2 3 0 0 1
1 1 1 1 0 0
0 1 -1 1 0 5 1 o
0 1 2 -1 0 1 R T
1 0 0 2 -1 0 B 0 -1 1
0 1 1 -1 1 0
0 0 0 -1 1
1 0 0 2 -1 0
0 1 0 -1 2 -1
0 0 1 0 -1 1
B: 0 10
2 7 0 1
0 1 -1 0 Zeilen(!)- 11 71
0 71 <Vertauschung!) — B=3 -2 0
0 1 -1 0
7 1




Wie man durch ,,geschultes Hingucken leicht sieht oder auch erst
durch Nachrechnen (GAUSS-JORDAN) erkennt, ist die Matrix C

11 00 nicht invertierbar, weil sie linear abhingige Zeilen enthilt. Addiert
O = 0011 man z.B. die Zeilen 1 und 2 und dann die Zeilen 3 und 4, so
1010 entsteht zwei Zeilen mit jeweils vier Einsen. Voneinander abgezogen,
0101 ergibt das eine Nullzeile. Die bei der Invertierung zu ldosenden

Gleichungssysteme sind also nicht eindeutig losbar.

(Aquvalent dazu: Die Determinante von C verschwindet, C besitzt nicht den vollen Rang.)

D 12 1 0 0
2 2 2 0 1 0
-1 -2 0 0 0 1
1 1 2 1 0 0 (nach Zeilen(!)vertauschung!)
0 0 -2 -2 1 0
0 2 1 0 1
i 0 4 0 1 P
0 0 —2 1 0 = b= 1 -1~
0o 1 =2 -1 0 -1 T =3
1 0 0 —2 2 1
0o 0 1 1 -3 0
0 1 0 1 -1 -1
6. Losungshinweise:
—2 21 3 7 -1
A7l = 2 -1 0 z=A"%=1[0 X=A"'"B=| -2 2
-3 21 2 7 -3
Simultanrechnung: (A|E|b|B) Gausﬂg)rdan (E|A_1|ac|X)
0 -1 1 0 o0f1] 0o 2
2 -1 -2 0 102 2 2
-1 2 2/ 0 0 11| 3 -1
1 0 -1 1 0 0]1] 0 2
0 0[-2 1 0/0| 2 -2
0 2 1| 1 o0 1|2/ 3 1
1 0 -1 1 o0 o0]1] 0 2
0 1 0| 2 -1 0[0|-2 2
0 0 -3 2 1|2 7 -3
1 0 o0|-2 2 1[3] 7 =1
0 1 0| 2 -1 0[0|-2 2
0 0 1|-3 2 1|2 7 -3




Wird A durch A ersetzt, so verliuft die Rechnung (bei entsprechender Wahl der Leitelemente und
ohne wihrend der Rechnung Zeilen oder gar Spalten zu vertauschen!) ganz analog, nur sind
im linken Teil der Tabelle ebenfalls die Spalten 1 und 2 vertauscht und miissen deshalb in den
Ergebnissen die Zeilen (!!) 1 und 2 vertauscht werden:

2 -1 0 0 —2 2
Al=1 -2 21 A7b=13 A7'B= 7 -1
-3 2 1 2 7 -3

. Lésungshinweise:

a) Aus (247 — X)B — ABT = E folgt (2AT — X)B = E + ABT . Durch Multiplikation von
rechts mit B! erhilt man 247 — X = (E+ ABT)B~! und daraus schlieBlich
X =24T - (E+ ABT)B~!.

b) Fiir symmetrische Matrizen A = AT und B = B” ergibt sich speziell
X=2A—(E+AB)B~'=A-B7!.

c) Berechnung B!

-3 3/ 10 0 = X = A-B! (A, B symmetrisch !!)
-1 0 2/ 0 1 0
o 2l 0 1 o 2 -2 1 2 -3 1
-3 0 7] 2 0 1 01 0
0 1 3[-1 3 0 _ 101
1 0 -2/ 0 -1 0
01 3
0 0 2 -3 1
0 1 0[-7 12 -3
1 0 0| 4 -7 2
0 o0 1| 2 -3 1




