Hohere Mathematik fiir technische Studiengéinge

Vorbereitungsaufgaben fiir die Ubungen

Reihen reeller Zahlen

1. Loésungshinweise:
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g) Die Reihe ist divergent, wegen lim |a,| = lim =1 ist die notwendige Konvergenzbe-
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h) Wegen |sinn| < 1Vn € N gilt |a,| = = < — und folglich ist die betrachtete
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Reihe absolut konvergent nach Vergleichskriterium, denn % ist eine konvergente Majorante
(Vorlesungsbeispiel) .
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nicht entscheidbar. Notwendige Konvergenzbedingung a, — 0 ist erfiillt.
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Jedoch gilt (fiir n > 1) Jrtl > N = NG ™ und folglich ist die be-

trachtete Reihe divergent nach Vergleichskriterium, denn die (,halbe“) harmonische Reihe
S o =131 ist divergente Minorante (Vorlesungsbeispiel).
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n

I 114:_11. . 1k_l—ll' 1_(%)n—1 ter Verwend
a) = 27 = nl_)n;(); 5 = 277,1—»11;0; 5 = §n1_)1& T = , unter verwendung

1—g"
der Summenformel fiir die Glieder einer geometrischen Folge Z ¢l = ] 4
-4
k=1
00 k42 n k—1 (2 k k
2 , 24 (2 24 . 1—(3)" 24 2 24
D e tm > (5) =T =T m - (5) | =7
k=1 k=1 9
o0 n n n
2 2 . 2 1 1
O L gt Y = Y g = > ()
k=2 k=2 k=2 =1
. 1 1 1 1 1 1 . 1
_2nh—>rgo[<1_2>+<2_3>+ <n_1‘n>]—2,}§;<1—)—2
. Lésungshinweise:
nogel o 21 s\ 18 1-(89) 1 8\ " 1
D s e L () i ()] st
— 32k+1 — 24 \9 249 1-35 3 9 3

Mit der Berechnung von S ist auch die Konvergenz der Reihe nachgewiesen.
Nur Konvergenz erhélt man z.B. aus dem Quotienten-Kriterium:
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b) Quotienten-Kriterium:

= konvergent, falls |p| < % , divergent, falls |p| > % .
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4. Lésungshinweise:
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Demnach konvergiert die Reihe fiir p? <1 < |p| <1 und divergiert fiir [p| > 1.

Die Punkte mit |[p| =1, d.b. p=+1 sind gesondert zu untersuchen:
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Die Reihe alterniert, die Betréige der Glieder sind monoton fallend.
In beiden Fillen konvergiert die Reihe nach dem LEIBNI1z-Kriterium.
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Die gegeben Reihe konvergiert also fiir |p| <1 bzw. —1 <p <1 und ist sonst divergent.

Bemerkung: Obwohl die Reihe fiir p # 0 alternierend ist, sollte man hier nicht versu-
chen, Konvergenzuntersuchungen allein mit dem LEIBNIZ-Kriterium durchfiihren zu wollen.
Wegen der Abhingigkeit von dem Parameter p ist die Untersuchung darauf, ob und fiir welche p
die Betrige der Glieder eine monotone (!) Nullfolge bilden, nicht so einfach durchzufithren (wie etwa
die Anwendung des Quotientenkriteriums). Dazu kommt noch, dass das LEIBNIz-Kriterium ,nur
hinreichend ist. Fiir einen Divergenznachweis ist es deshalb nicht geeignet, weil eine alternierende Reihe
auch dann konvergent sein kann, wenn die Betriige der Glieder eine Nullfolge bilden, die nicht monoton
ist. Ist die Folge der Glieder keine Nullfolge, so divergiert die Reihe natiirlich, aber das wegen der
notwendigen Konvergenzbedingung und nicht nach dem LEIBNIz-Kriterium.
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Dann sind aber noch die Punkte mit ﬁ =1, p= :|:§ gesondert zu untersuchen:
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In beiden Fillen liegt Divergenz vor, weil die notwendige Konvergenzbedingung lim a, =
n—oo
0 nicht erfillt ist.



Bemerkung: Fir p < 0 ist die betrachtete Reihe keine alternierende Reihe! Man sollte hier nicht versu-
chen, Konvergenzuntersuchungen allein mit dem LEIBNIZ-Kriterium durchfithren zu wollen. (Vergleiche
dazu auch die Bemerkungen zur Losung der Aufgabe a))
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ist die Folge der a, nicht monoton fallend.

Die letzte Abschétzung ist nicht offensichtlich, folgt aber z.B. daraus, daf3

2
2(#1) >1 & V25 >1 & V2n>n+l & V2-1)n>1 & n> \/5171”2’41

. Lésungshinweise:
a) Weil z und Inz fiir > 2 positiv und monoton wachsend sind, ist f(x) = i dort
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positiv und monoton fallend.
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b) f(x) = = ist fiir = > 1 offensichtlich positiv und monoton fallend.
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c) flx)= % =373 ist fiir x > 2 positiv, weil dafiir 23 >z
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Folglich ist f(z) fiir = > 2 auch monoton fallend.
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Nach Integralkriterium ist also die Reihe Z f(n) = Z nn ebenfalls konvergent.
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. Losungshinweise:
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a) Das unbestimmte Integral / ————= berechnet man etwa durch Substitution
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Fiir das uneigentliche Integral erhélt man damit
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das Integral ist also konvergent.

Weil nun 2 und (Inz)? fiir 2 > 2 positiv und monoton wachsend sind,
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ist der Integrand f(r) = ————= positiv und monoton fallend.
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das gleiche Konvergenzverhalten wie das Integral, ist also konvergent.
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das Integral ist also divergent.

Weilnun z und 1+ Inz fir z > 1 positiv und monoton wachsend sind,

ist der Integrand f(z) = positiv und monoton fallend.

z(l+Inx)
Nach den Intergralkriterium hat die Reihe

o0 o0 1
fk) = T
; ;k(l—i—lnk)

das gleiche Konvergenzverhalten wie das Integral, ist also divergent.



